
Solución al Problema 129
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PROBLEMA 129

Calcular

lim
n→∞

∫ π
2

0

sin 2nx

sinx
dx.

SOLUCIÓN

Teniendo en cuenta que

1
2

sin 2nx

sinx
= cosx + cos 3x + . . . + cos(2n− 1)x,

como puede probarse fácilmente usando inducción, nos queda

∫ π
2

0

sin 2nx

sinx
dx = 2

n∑

k=1

∫ π
2

0
cos(2k − 1)x dx = 2

n∑

k=1

sin(2k − 1)x
2k − 1
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π
2

0

= 2
(

1− 1
3

+
1
5
− 1

7
+ . . . + (−1)n+1 1

2n− 1

)
.

Por tanto, usando que

∞∑

k=1

(−1)k+1 1
2k − 1

= 1− 1
3

+
1
5
− 1

7
+ . . . = arctan 1 =

π

4
,

resulta finalmente

lim
n→∞

∫ π
2

0

sin 2nx

sinx
dx = 2 lim

n→∞

n∑

k=1

(−1)k+1 1
2k − 1

= 2 arctan 1 =
π

2
.
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