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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

1. Definicion de inversion

1.1. Introduccién

Para efectuar cdlculos con niimeros grandes (por ejemplo en Astronomia) cuando
no habia calculadoras se usaban los logaritmos.

En efecto los logaritmos transforman los productos en sumas y las potencias en
productos. Si tenemos que multiplicar dos nimeros muy grandes, hallamos sus
logaritmos, efectuamos la suma de dichos logaritmos y averiguamos a qué niimero
corresponde ese logaritmo.

De esta manera lo que hemos hecho es transformar el problema en otro més
sencillo, resolverlo, y aplicar la transformacién inversa a la solucién, obteniendo
la solucién del problema original.

Otro ejemplo sencillo de este mismo esquema es el que usamos mentalmente
para calcular el MCD(60,90). Dividimos los dos ntimeros por 10, hallamos el
MCD(6,9) = 3 y multiplicamos por 10, resultando MCD(60, 90) = 30.

La inversién, que presentamos aqui, es una transformacién que se aplica a figuras
del plano o del espacio (aqui nos limitaremos al plano).

1.2. Definicion de inversion

Dada una circunferencia de centro O y radio k, la inversién de centro O y radio
k es una transformacion del plano que a cada punto A distinto de O, le asocia
otro punto A’ de la semirrecta OA cumpliendo la relacién OA - OA" = k2.

La figura siguiente muestra la manera de construir el punto inverso A" del punto
A cuando éste es interior a la circunferencia.

T

O A ] A

La perpendicular a la semirrecta OA determina el punto 1" en la circunferencia.
Por este punto trazamos una tangente que corta a la semirrecta OA en el punto
A’ inverso de A. En efecto, los triangulos OT'A y OA"T son semejantes. Entonces,

OA _or
OT OA
Usando el mismo dibujo, si el punto A" estd fuera de la circunferencia, trazamos
una tangente a la circunferencia desde A’ y, siendo T el punto de tangencia, por

= 0A-0A = 0T? = k%
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

T trazamos una perpendicular a la recta OA’ que cortara a ésta en el punto A,
simétrico del punto A’.

Vemos entonces que un punto exterior a la circunferencia se transforma en un
punto interior y un punto exterior a la circunferencia se transforma en un punto
interior. Los puntos de la circunferencia de inversién se invierten en si mismos,
es decir, son puntos fijos de la transformacion.

Es conveniente observar que hay exactamente un punto del plano, el centro de
inversion O, que se queda sin imagen por la transformacién. Cuando se trabaja
con inversion se supone que a todos los puntos del plano se le anade un “punto
ideal”o “punto del infinito” con lo que obtenemos el plano inversivo. Dicho punto
ideal sera la imagen del centro de inversion.

2. Propiedades de la inversién

Las propiedades de la inversién nos permiten hacer demostraciones geométricas
que no son sencillas cuando se intentan con otros métodos.

2.1. La inversion y las distancias

.Como se transforman las distancias con una inversiéon? Sean A y B puntos
distintos y sean A’ y B’ los inversos respecto de una circunferencia de centro O
y radio k. Entonces

AB - k?
OA-OB’

A/B/ —

B

o A | A

En el caso, mostrado en la figura, en que la recta AB no pase por O, si tenemos
en cuenta que OA - OA' = k? = OB - OB’, obtenemos

OA OB
OB  OA”
por lo que los tridngulos OAB y OB’ A’ son semejantes. Entonces,
A'B" OB k2 AB - k?
= = ADB =

AB  OA  OA-OB OA-OB

En el caso de que los puntos O, A y B estén alineados, A’ y B’ estaran en la
misma recta:
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

)

O O—C
0 A'B'/ B

>0

Entonces tendremos:

k2 k2 k2 AB - k2
OA OB OA-OB (OB —04)

Il o r_ —
AB =0B —0OA 04 OB

2.2. La inversién y las rectas

Es evidente que cualquier recta que pase por el centro de inversion se va a trans-
formar en si misma.

Por otro lado, si la recta | no pasa por el centro de inversion O, dicha recta
se transforma en una circunferencia con didmetro OM’, siendo M la proyeccién
ortogonal de O sobre [ y M’ el inverso de M.

En efecto, si consideremos un punto cualquiera A de la recta [ y su reciproco
A’, los triangulos OA'M’ y OM A son semejantes, y como el angulo AM M’ es
recto, también lo es el angulo OA’M’, resultando entonces que A’ estd en la
circunferencia con didmetro OM’.

2.3. La inversion y las circunferencias

La figura anterior nos sirve para averiguar cual es el resultado de invertir una
circunferencia que pasa por el centro de inversion: si OM’ es un didmetro, entonces
esa circunferencia se transforma en la recta perpendicular a OM’ por el punto
M, inverso de M’.

Vamos a hallar ahora el resultado de invertir una circunferencia que no pasa por
el centro de inversion.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 3



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Supongamos que una circunferencia dada tiene radio r y sean P y () los puntos
de interseccién de una recta que pasa por O y dicha circunferencia. Llamemos P’
y Q" a los puntos inversos de Py Q.

Por la definicién de inversién, OP - OP' = 0Q - OQ' = k? y por un teorema
elemental de la circunferencia,OP-OQ = |OM? —r?|. Dividiendo estas igualdades
obtenemos

or  0Q k2

0Q OP |OM2— 2|
Trazamos una paralela a PM por @' y llamamos N a su intersecciéon con OM.
Los tridngulos OQ'N y OPM son semejantes, por tener dos lados paralelos. Por
tanto,

= cte.

0Q' QN NO
orP PM MO’

Despejando,
o’ MO - k?
O=M0-55 = oap = =
/ .~
on = pu .- 29 TR e

OP ~ |OM? — 2|

En este razonamiento pueden intercambiarse los puntos P y (), para concluir que
los puntos P’ y )" estardn en una circunferencia de radio N y radio constante
siempre que Py () estén en la circunferencia de centro M y radio r.

Los calculos anteriores, ademés nos dan el radio r’ de una circunferencia inversa de
una circunferencia con centro M y radio r que no pasa por el centro de inversion:

o T—kQ (1)
|OM? — r?|

Para construir la circunferencia inversa de una circunferencia que no pasa por el

centro de inversion, unimos el centro de inversion con el centro de la circunferencia

dada mediante una recta que determina en ésta un diametro AB. Hallamos los

inversos A’y B’ de A y B. La circunferencia construida con didmetro A’B’ es el

resultado de aplicar la inversién a la circunferencia dada.
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

2.4. La inversién y los angulos

Una de las propiedades mas 1tiles de la inversién es que la inversién conserva los
angulos.

El dangulo de interseccion de dos curvas en un punto de interseccion se define como
el dngulo formado por las rectas tangentes (cuando estas tangentes existen). Esto
se aplica a rectas, circunferencias o a cualquier otra curva.

En primer lugar, veamos que la inversién conserva el angulo entre una curva y
una recta que pase por el centro de inversion y el punto de tangencia.

En la figura, 7 es una curva, A y B son puntos sobre v, y v/, A" y B’ son los
correspondientes inversos. Como los triangulos AOB y B'OA’ son semejantes, los
angulos marcados en la figura son iguales.

Ahora, suponiendo que B es un punto moévil sobre la curva y que B se va aproxi-
mando a A, las rectas AB y A'B’ tienden a las tangentes en A y A’ a las curvas
~vy 7. Uno de los dngulos marcados tiende al angulo entre v y O A, mientras que
el otro tiende al angulo inverso.

., Qué ocurre con el angulo formado por dos curvas? Basta considerar otra curva
cortando a v en A y aplicarle lo mismo. El angulo formado por las dos curvas se
obtendra sumando los dngulos de cada una de ellas con la recta OA.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 5



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

3. Circunferencias ortogonales

Las circunferencias ortogonales estan intimamente relacionadas con la inversion,
por lo que dedicamos una seccion a ellas.

3.1. Circunferencias ortogonales

Dos circunferencias secantes son ortogonales cuando se cortan formando angulo
recto, es decir cuando sus tangentes (o los radios) en uno de los puntos de in-
terseccion son perpendiculares. Asi, las circunferencias con centros A y B de la
figura son perpendiculares, ya que /BT A = 90°:

Siry s son los radios de las circunferencias (A) y (B), la condicién de ortogona-
lidad equivale a que AB? = r? + s2.

3.2. Ortogonalidad e inversiéon

Si seguimos suponiendo que las circunferencias (A) y (B) son ortogonales, y
si Py P’ son dos puntos de intersecciéon de una recta que pasa por A con la
circunferencia (B), la potencia del punto A respecto de la circunferencia (B) es
AP - AP' = AT? = 12, por lo que P’ es el punto inverso de (P) respecto de la
inversién definida por la circunferencia (A), es decir,

Una inversion deja fija una circunferencia ortogonal a la circunferen-
cia de 1nversion.

Reciprocamente, si una circunferencia (B) contiene a un punto P y a su inverso
P’ respecto de la circunferencia (A) tendremos r? = AP - AP’ = AB — s, por lo
que las circunferencias seran ortogonales.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 6



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

4.

1.

Problemas propuestos

Dados un punto y dos dos circunferencias, trazar una circunferencia que
pase por el punto y que sea tangente a las dos circunferencias.

(Rusia, 1995). Sean una semicircunferencia con didmetro AB y centro O, y
una recta que corta a la semicircunferencia en los puntos C'y D, y a la recta
AB en el punto M (siendo MD < MC y MB < MA). Sea K el segundo
punto de interseccién de las circunferencias OAC' y OBD. Demostrar que
[MKO = 90°.

(Espana, 2005). Diremos que un tridangulo es multiplicativo si el producto
de las longitudes de dos de sus lados es igual a la longitud del tercer lado.
Sea ABC'... XY Z un poligono regular de n lados con todos sus lados de
longitud 1. Las n — 3 diagonales que salen del vértice A dividen al tridngu-
lo ZAB en n — 2 tridngulos mas pequenos. Probar que cada uno de esos
triangulos es multiplicativo.

(Porismo de Steiner). Consideremos dos circunferencias, no concéntricas y
una interior a la otra. Comenzamos por inscribir una circunferencia entre
ambas, y luego vamos inscribiendo circunferencias tangentes a las dos dadas
y a la dltima. Llegarda un momento en que la circunferencia que inscribimos
se solape con la primera, o bien que sea tangente a ella. Demostrar que ello
no depende de la posicion de la primera circunferencia inscrita.

(Rumania, 1997). Sea un tridngulo ABC' y un punto D sobre BC. Dos
circunferencias son tangentes exteriormente a AD en el mismo punto M y
cada una de ellas es tangente a la circunferencia circunscrita de ABC'y al
lado BC', la primera sobre el segmento BD y la otra sobre el segmento DC'.
Demostrar que AD es la bisectriz del angulo A.

(Praxis der Mathematik, prob. 546). Dado un tridngulo ABC'y su circun-
ferencia circunscrita 7, sea k la k la circunferencia tangente a v en Ay
tangente a BC' en un punto F. Sea E el otro punto de interseccién de k
con el lado C'A (aparte de A). Se pide: a) Demostrar que la recta AF es la
bisectriz del angulo CAB. b) Si U y V son los dos puntos de v que cumplen
CF = CU = CV, demostrar que UV es tangente a la circunferencia x en
el punto E.

(Irdn, 2004). Sea ABC' un tridngulo. Sea un punto X del interior del tridngu-
lo y sea Y la interseccién de AX y BC. Tracemos las perpendiculares Y P,
YQ, YR, YS a las rectas CA, CX, BX, BA respectivamente. Hallar la
condicién necesaria y suficiente que debe cumplir X para que PQRS sea
un cuadrilétero ciclico.

2005
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

10.

11.

5.

Sean ABC un triangulo y D, E, F' los puntos de contacto de la circunferen-
cia inscrita con los lados BC, CA 'y AB, respectivamente. Demostrar que la
inversion respecto de la circunferencia inscrita transforma la circunferencia
circunscrita a ABC' en la circunferencia de los nueve puntos de DEF'.

(Euler) Si Ry r son los radios de las circunferencias circunscritas e inscritas
a un tridngulo y O e I son su circuncentro e incentro, entonces OI? =

R? — 2Rr.

(Competicion Matematica Mediterrdnea, 2005). k& y k' son dos circunfe-
rencias concéntricas, de centro O y radios respectivos Ry R'. Se supone
que R < R'. Una semirrecta Ox corta a k en el punto A; la semirrecta
opuesta Ox’ corta a k' en el punto B. Una tercera semirrecta Ot, distinta
de las anteriores, corta a k en F y a k' en F. Demostrar que las cuatro
circunferencias siguientes se cortan en un mismo punto:

a) La circunscrita al triangulo OAFE.

S

)
) La circunscrita al tridngulo OBF'.
) La de didmetro E'F.

d) Y la de didmetro AB

o

(Teorema de las Siete Circunferencias). Supongamos que las circunferencias
'y, Iy, T'3, Ty, I's, I'e son tangentes a una circunferencia I en los puntos
Ay, Ag, As, Ay, As, Ag respectivamente, y cada una de ellas es también
tangentes a la anterior y a la siguiente (entendemos que I'; es la siguiente
de T's y que T'g es la anterior a I'). Entonces, las rectas A1 Ay, AyAs y AsAg
son concurrentes.

Soluciones a los problemas propuestos

Para resolver un problema de inversién debemos elegir adecuadamente el centro
y el radio de inversion. A veces, el radio de inversiéon puede ser cualquiera.

Suele ser conveniente elegir como centro de inversién un punto de tangencia de
dos circunferencias, ya que éstas se convertirdn en dos rectas paralelas.

Como en otras areas, es la practica la que realmente nos ensena a abordar el
problema.

2005
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 1. Dados un punto y dos dos circunferencias, trazar una
circunferencia que pase por el punto y que sea tangente a las dos
circunferencias.

Solucion. En la figura A es el punto dado y las circunferencias dadas tienen centros
By C. Consideramos como circunferencia de inversion la que esta centrada en A y
es ortogonal a (B). De esa manera (B) sera fija. Hallamos la circunferencia inversa
de (C) y una tangente comtn a dicha circunferencia inversa y a la circunferencia
(B). Bastard invertir la recta obtenida para hallar la circunferencia buscada.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 9



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 2. (Rusia, 1995). Sean una semicircunferencia con
diametro AB y centro O, y una recta que corta a la semicircunfe-
rencia en los puntos C' y D, y a la recta AB en el punto M (siendo
MD < MC yMB < MA). Sea K el sequndo punto de interseccion
de las circunferencias OAC y OBD. Demostrar que /M KO = 90°.

Solucion. Consideramos la inversion de centro A y radio OA. La recta AB es
fija. Las circunferencias OAC' y OBD se transforman en las rectas AC' y BD,
que se cortan en K’, punto inverso de K. La recta C'D se transforma en una
circunferencia que pasa por C, D, O, y esta circunferencia corta a la recta AB
en el punto M’, inverso de M.

Como AD y BC son perpendiculares a BK’ y AK’ respectivamente y ademas
O es el punto medio de AB, la circunferencia C'DO es la circunferencia de los
nueve puntos del tridngulo AK'B, asi que también K’'M’ es perpendicular a AB,
es decir /K'M'O = 90°. En consecuencia, también es /M KO = 90°.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 10
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Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas

@

Problema 3. (Espana, 2005). Diremos que un tridngulo es mul-
tiplicativo si el producto de las longitudes de dos de sus lados es
wgual a la longitud del tercer lado. Sea ABC ... XY Z un poligono
reqular de n lados con todos sus lados de longitud 1. Las n — 3 dia-
gonales que salen del vértice A dividen al triangulo ZAB en n — 2
tridngulos mas pequenos. Probar que cada uno de esos tridngulos es

multiplicativo.

Solucion. En la figura de la derecha hemos repre-
sentado el caso de un octégono ABCDFEFGH,
pero el razonamiento es valido para cualquier
poligono.

Consideremos una inversion con centro A y radio
de inversion r = 1. La circunferencia circunscrita
al poligono pasa por el centro de inversion, por
lo que su imagen es una recta, la recta BH que
pasa por los puntos de interseccion de ambas.

Consideremos los triangulos AUV y ACD, y
apliquemos la féormula que relaciona las longitu-
des de segmentos transformados por una inver-
sién,

r? uv

L=CD=UV v = A av

Entonces, UV = AU - AV y el tridngulo AUV es multiplicativo.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 4. (Porismo de Steiner). Consideremos dos circunferen-
cias, no concéntricas y una interior a la otra. Comenzamos por ins-
cribir una circunferencia entre ambas, y luego vamos inscribiendo
circunferencias tangentes a las dos dadas y a la ultima. Llegard un
momento en que la circunferencia que inscribimos se solape con
la primera, o bien que sea tangente a ella. Demostrar que ello no
depende de la posicion de la primera circunferencia inscrita.

Solucion. El problema se resuelve de forma trivial si las circunferencias dadas son
concéntricas. Por tanto, basta considerar una inversion que transforme las dos
circunferencias dadas en dos circunferencias concéntricas.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 12



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 5. (Rumania, 1997). Sea un triangulo ABC' y un punto
D sobre BC'. Dos circunferencias son tangentes exteriormente a
AD en el mismo punto M y cada una de ellas es tangente a la
circunferencia circunscrita de ABC' y al lado BC, la primera sobre
el segmento BD vy la otra sobre el segmento DC. Demostrar que
AD es la bisectriz del dngulo A.

Solucion. Supongamos que la recta que une los centros de las dos circunferencias
corta a la recta BC en T'. Consideremos la inversion de centro A y radio AM.
Esta inversién deja fijas a las dos circunferencias y transforma la circunferencia
circunscrita a ABC' en la otra tangente comtn a las dos circunferencias. El cua-
drilatero BC'C'B’ formado por los vértices B y C' y sus inversos es ciclico, y un
célculo sencillo de dngulos conduce a que las bisectrices de /BT B’y /BAC son
perpendiculares. Pero por otro lado, T'M es la bisectriz de BT B’y AM 1 TM.
Esto implica que AM debe ser la bisectriz del angulo A, que es lo que queriamos
demostrar.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 13



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 6. (Praxis der Mathematik, prob. 546). Dado un triangu-
lo ABC' y su circunferencia circunscrita v, sea Kk la circunferencia
tangente a v en A y tangente a BC' en un punto F'. Sea E el otro
punto de interseccion de K con el lado C'A (aparte de A). Se pide:
a) Demostrar que la recta AF es la bisectriz del dngulo CAB. b)
St U yV son los dos puntos de v que cumplen CF = CU = CV,
demostrar que UV es tangente la circunferencia k en el punto F.

Vv

Solucion. Para la parte a), calculemos angulos. Sea X un punto de la tangente a
la circunferencia circunscrita por A, de manera que la recta AB separe a C'y X.
Entonces tenemos

(BAF =/XAF — /XAB = /AEF — /ACB =
=/AFF — /ECF = /FEFC = /FAE = /FAC.

Por tanto, /BAF = /CAF. Para demostrar b), consideremos la inversién res-
pecto de la circunferencia w con centro C' y radio C'F. Las circunferencias w y
k son ortogonales, por lo que k es fija. Por otro lado, la recta UV es inversa de
de 7. El punto A’ inverso de A debe ser el punto de tangencia de la recta UV y
la circunferencia k, y ademas debe estar en la recta AC, por ser C' el centro de
inversién y A, A’ dos puntos inversos, asi que debe ser A’ = F y UV es tangente
aren k.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 14



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 7. (Iran, 2004). Sea ABC un triangulo. Sea un punto
X del interior del triangulo y sea Y la interseccion de AX y BC.
Tracemos las perpendiculares Y P, YQ, YR, YS a las rectas C'A,
CX, BX, BA respectivamente. Hallar la condicion necesaria y su-
ficiente que debe cumplir X para que PQRS sea un cuadrildtero
ciclico.

Solucion. Consideremos una inversion con centro Y y radio cualquiera. Observe-
mos que la circunferencia con didmetro BY contiene a los puntos R y S, y esta
circunferencia se transformara en la recta R'S’, perpendicular a BC'. De forma
andloga, la circunferencia con didmetro Y'C' contiene a los puntos P y @, y la
recta PQ y dicha circunferencia se transforma en la recta P'Q)’, perpendicular a
BC. Asimismo, las circunferencias Y R(Q) e Y PSS se invierten en dos rectas para-
lelas, perpendiculares las dos a la recta AY. Deducimos por tanto que P'Q'R’S’
es un paralelogramo.

Ahora, el cuadrildtero PQRS serd ciclico si y solo si P’Q’R'S’ lo es, y al ser
un paralelogramo, esto ocurrird si y sélo si P'Q’R’S’” es un rectangulo, es decir,
cuando AX sea perpendicular a BC.

Como conclusion, PQRS es un cuadrilatero ciclico si y solo si AX y BC' son
perpendiculares.
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 8. Sean ABC' wun tridngulo yv D, E, F los puntos de
contacto de la circunferencia inscrita con los lados BC, CA y AB,
respectivamente. Demostrar que la tnversion respecto de la circun-
ferencia inscrita transforma la circunferencia circunscrita a ABC
en la circunferencia de los nueve puntos de DEF'.

Solucion. Sea I y r el centro y el radio de la circunferencia inscrita a ABC'. Con-
sideremos la inversion respecto de esta circunferencia. Sean X, Y, Z los puntos
medios de los lados DE, EF, F'D del tridngulo DEF. Por ser E y F' los puntos
de tangencia de las rectas tangentes desde A a la circunferencia inscrita, ambos
puntos son simétricos respecto de la bisectriz AI. De otro modo, el tridngulo AE'F
es isosceles y la perpendicular a E'F por A pasa por su punto medio X, es decir
[IXE = 90°. También es /IFA = 90°, resultando evidente que los tridngulos
IFEA e IXFE son semejantes. Entonces tenemos

IX IE 9 9

5= A = IX -TA=1FE"=1r°.
Esto quiere decir que A y X son puntos inversos. De la misma forma se comprueba
que BeY, Cy Z también lo son.

Deducimos entonces que la circunferencia ABC' se transforma en la circunferencia
XY Z,
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 9. (Euler) Si R y r son los radios de las circunferencias
circunscritas e inscritas a un triangulo y O e I son su circuncentro
e incentro, entonces OI> = R*> — 2Rr.

Solucion. Consideremos la inversién con centro I y radio r. La circunferencia
inscrita es fija, y la circunferencia circunscrita (con radio R) se transforma en la
circunferencia de los nueve puntos del triangulo DEF, siendo D, E, F' los puntos
de contacto de la circunferencia inscrita con los lados AB, BC, C' A del triangulo

T

ABC. El radio de esta circunferencia es 5

Sabemos que el resultado de una inversiéon de centro P y radio k sobre una
circunferencia C equivale al de una homotecia centrada en P con razon igual
al cociente entre k? y la potencia de P respecto de C. Considerando como C a
la circunferencia circunscrita a ABC' y nuestra inversién de centro I y radio r,

tendremos
2

5__
R R?2—-0I?
de donde deducimos OI? = R?> — 2Rr.
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 10. (Competicion Matematica Mediterranea, 2005). k y
k' son dos circunferencias concéntricas, de centro O y radios res-
pectivos R y R'. Se supone que R < R'. Una semirrecta Ox corta a
k en el punto A; la semirrecta opuesta Ox’ corta a k' en el punto B.
Una tercera semirrecta Ot, distinta de las anteriores, corta a k en
E yak' en F. Demostrar que las cuatro circunferencias siguientes
se cortan en un mismo punto:

La circunscrita al triangulo OAFE.
La circunscrita al triangulo OBF'.
La de diametro E'F .

Y la de didmetro AB

BN R

Solucion: Consideramos la inversion de centro O, de radio vV RR' que transforma
las circunferencias concéntricas una en otra. F y F resultan ser puntos inversos.
Sean A’y B’ los inversos de A y B respectivamente. A’ estard en k' y B’ estara en
k:

Entonces:
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

1. Las circunferencias OAE y OBF pasan por el centro de inversion, asi que
se transforman en rectas, OAE se transforma en la recta A'F' y OBF se
transforma en la recta B'E.

2. La circunferencia con didmetro E'F es fija.

3. La circunferencia con didmetro AB se transforma en la circunferencia con
didmetro A'B’.

Por ser inversos E'y F, Ay A’ los tridngulos OEA y OF A’ son semejantes,
e isésceles, asi que A’'F' es paralela a AE. Como AFE forma con B’E un angulo
recto, por estar E en la circunferencia con didmetro B’A, la recta A'F que hemos
dicho que paralela a AE también formard dngulo recto con B’E. El punto de
interseccion J de A'F' y B'E estara por tanto en la circunferencia con didmetro
B'A.

El angulo EJF, opuesto a A’JB’' también serd recto y por tanto, J también
estard en la circunferencia con diametro E'F.

Entonces, el punto J es comun a: la circunferencia con diametro FF'; la circun-
ferencia con didmetro A’B’; la recta A'F’; y la recta B'E.

En consecuencia, el punto K, inverso K sera comun a: la circunferencia EF
la circunferencia con diametro AB, la recta BF'; y la recta BF, que es lo que
queriamos demostrar.

2005 (© Francisco J. Garcia Capitan 19



INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

Problema 11. (Teorema de las Siete Circunferencias). Suponga-
mos que las circunferencias I'y, 'y, I's, 'y, I's, I's son tangentes a
una circunferencia I' en los puntos Ay, Ao, Asz, Ay, As, Ag respec-
tivamente, y cada una de ellas es también tangentes a la anterior
y a la siguiente (entendemos que I'y es la siguiente de I's y que T'g
es la anterior a I'1). Entonces, las rectas A1Ay, AsAs y AsAg son
concurrentes.

Solucion. Llamemos 7 a la inversion respecto de una circunferencia con centro A;.

Las circunferencias I'y y I', que pasan
por Aj, se transforman en dos rectas pa-
ralelas, y las circunferencias I'y y I,
que son tangentes tanto a I'y como I’
se transformaran en dos circunferencias
con el mismo radio.

Ahora tenemos que a) La recta A; Ay es
fija. b) La recta AsAjs se transforma en
la circunferencia circunscrita a Ay, i(As)
e i(As). ¢ b) La recta A3Ag se trans-
forma en la circunferencia circunscrita a

Al, Z(Ag) (& Z(Ag)

Que las tres rectas A1 Ay, AsAs y AsAg
son concurrentes equivale entonces a que
sus trasformados tengan algin punto
comun ademas de A;. Esto ocurrird si
la recta A Ay sea el eje radical de las circunferencias/circunscritas a Ay, i(Ay) e
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INVERSION EN OLIMPIADAS
Aplicacion de la Inversion a la Resolucién de Problemas @

i(As) v a Ay, i(A3) e i(Ag). Para comprobarlo, veremos que el punto i(Ay), que
pertenece a la recta Ay Ay, tiene la misma potencia respecto de las dos circunfe-
rencias, es decir, veremos que

i(Ay)i(As) - i(A)i(As) = i(A)i(As) - i(Ag)i(Ag).

Usaremos que el segmento de tangente comun a dos circunferencias tangentes
con radios 1| y 1o es 2,/r1r, que se obtiene facilmente usando el teorema de
Pitagoras.

Llamando r; al radio de I';, tenemos

Z(A4)Z(A2) . Z(A4)Z(A5) = — (2\/7"37"4 + 2\/7”27"3) . 2\/7’47”5 =
= — A /Farsrars — 4ray/F5Ts,
Z(A4)Z(A3) . Z(A4)Z(A6) = — 2\/7"47’3 : (2\/’/“47“5 + 2\/7“57“6) =

= — 47”4\/’/’37’5 — \/7”37"47“57’6.

y usando que 79 = rg vemos que las dos potencias son iguales.
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6. Glosario

Angulo inscrito. Un dngulo se llama inscrito si tiene su vértice en la circunfe-
rencia y los lados secantes a la circunferencia. El dngulo semiinscrito tiene uno de
los lados secante y el otro tangente y puede considerarse como un caso limite del
angulo inscrito. Un angulo inscrito o semiinscrito mide la mitad que el arco que
comprende. En particular, un dngulo inscrito que abarca un diametro es recto.

Cuadrilatero ciclico. Un cuadrildtero se llama ciclico si tiene los cuatro vértices
en una misma circunferencia. En un cuadrilatero ciclico la suma de los angulos
opuestos es 180°.

Potencia de un punto respecto de una circunferencia. Sean P un punto,
C una circunferencia y A, B los puntos de corte de cualquier recta que pasa por
P con la circunferencia. Entonces el producto PA - PB no depende de Ay By
se llama potencia de P respecto de C.

Eje radical de dos circunferencias. Es una recta formada por los puntos que
tienen la misma potencia respecto de las dos circunferencias. Si las circunferencias
son secantes, es la recta que pasa por los dos puntos de interseccién.

Circunferencia de los nueve puntos. En cualquier tridangulo, los puntos me-
dios de los lados, los pies de las alturas y los puntos medios de los segmentos
que unen el ortocentro y los vértices, estan en una misma circunferencia, llamada
circunferencia de los nueve puntos o circunferencia de Euler. Tiene su centro en
el punto medio entre el ortocentro y el circuncentro, y su radio es exactamente
la mitad que el de la circunferencia circunscrita.

7. Nota historica

Segin dice Howard Eves [3], la historia de la inversién es compleja. Frangois
Vieta ya hablaba de puntos inversamente relacionados en el siglo XVI. Robert
Simson, en su restauracién de la obra perdida Lugares planos de Apolonio incluyo,
basandose en un comentario hecho por Pappus, uno de los teoremas basicos de
la teoria de inversion, el de que el inverso de una recta o una circunferencia
es también una recta o una circunferencia. Simon A. J. L’Huilier (1750-1840)
en sus Fléments d’analyse géométrique et d’ anlyse algebrique appliquées a la
recherche des lieur géometriques (Paris y Génova, 1808) dio casos especiales de
este teorema.

Pero la inversion como una transformacién para simplificar el estudio de figuras
data de tiempos mas recientes, y fue utilizada independientemente por varios
autores. Biitzberger remonta el uso de la inversion por parte de Jakob Steiner a
1824.

Patterson [5] apunta la siguiente cronologia:
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1822
1823
1824
1825

1825
1831
1836
1845

Re
[1]

——— ] 50U
_ Dandelin '
I Qi€ et
— Steiner
— Plucker
— Bellavltls

1775 1800 1825 1850 1875 1900

Dandelin publica su Tableau Comparatif para la hipérbola y la focal.
Quetelet compara catsticas secundarias y conicas a la manera de Dandelin
Steiner habla de inversién en un manuscrito no publicado hasta 1913.

Dandelin deduce la relacién rr’ = R? correspondiente a radio vectores de
lemniscatas y conicas, dando lugar a una nueva construccion de aquellas.

Quetelet define la inversa de una curva.
Pliicker explica sus neues Ubertragungs-Princip, que fue publicado en 1834
Bellavitis dio una exposicién completa de la teoria de las figuras inversas.

Lord Kelvin la aplica a sus estudios sobre elasticidad.
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PROBLEMAS DE NIVEL MEDIO Y DE OLIMPIADAS (27)

Presentamos cinco problemas propuestos en la Olimpiada Zhautykov 2006,
Alma Ata, Kirguistén.

27-1. Hallar todos los enteros positivos n tales que n = ¢ (n) + 402, donde
© es la funcién de Euler (es conocido que si p1,- -+, px son todos los diferentes
divisores primos de n, entonces

ey =n (1= ) (1) oy e =1

27-2. Los puntos K y L estdn en los lados AB y AC, respectivamente, del
tridngulo ABC, de tal manera que BK = CL. Sea P el punto de interseccién
de BL y CK, y sea M un punto interior al segmento AC tal que la recta
M P sea paralela a la bisectriz del angulo A del tridngulo ABC. Demostrar que
CM = AB.

27-3. Una tabla m x n (4 < m < n) se llamard buena si los nimeros 0 y 1
se pueden situar en los cuadrados unidad de la tabla verificando las condiciones
siguientes:

1) no todos los nimeros son ceros ni todos los nimeros son unos.

2) El numero de "unos" en cualquier cuadrado 3 x 3 es el mismo.

3) El numero de "unos" en cualquier cuadrado 4 x 4 es el mismo, también.

Hallar todos los pares (m,n) (4 < m < n) para los cuales existe una tabla
buena m X n.

27-4. Si la suma de los nimeros reales a,b,c,d es cero, demostrar la de-
sigualdad

(ab+ ac + ad + be + bd + c¢d)® + 12 > 6 (abc + abd + acd + bed) .
27-5. En el hexdgono convexo ABCDEF se tiene

AD =BC+ EF, BE=AF+CD, CF =DE+ AB.

Demostrar que

AB _CD _EF
DE  AF  BC’



Problemas de nivel medio y de Olimpiadas (26)

Problemas de la segunda fase de la Olimpiada Britanica 2005

26-2: Enel tridngulo ABC, ZBAC =120°. Las bisectrices interiores de los angulos A, By C
cortan a los lados opuestos en D, E y F, respectivamente.
Demostrar que la circunferencia de didmetro EF pasa por D.

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo, Galicia, Espafia)

Sea ( la circunferencia de diametro EF. Entonces D estard en C siy s6lo si ZEDF es un angulo
inscrito en C que abarca un diametro suyo, es decir, si y sélo si ZEDF =90°, que equivale a que

DEF sea un triangulo rectangulo en D o a que DE? + DF? = EF?.

Aplicando el teorema del coseno en ADE y en ADF, resulta:

DE® = AD? + AE? -2 AD - AE -c0s60° y DF? = AD?* + AF2 - 2. AD - AF -cos60°, luego
DE? + DF? = 2- AD? + AE® + AF® — AD - (AE + AF).

Aplicando el teorema del coseno en AEF, resulta:

EF? = AE? + AF2 —2. AE - AF -c0s120°, con lo cual el problema reside en probar la igualdad
2-AD’ — AD-(AE + AF ) = AE - AF . Pero

%-b-c-sianO" =[ABC]= [ABD]+[CAD]:%-c-AD-sinBO" +%-b-AD-sin60° = AD :bi Y,
+cC
por el teorema de la bisectriz interior,
AE :£:>AE= bc y AF :E:AFz bc .
b-AE a c+a c—-AF a a+b
Entonces hay que probar que
b?c? bc 2a+b+c b2c?

(b+cy _b+cbc(c+a)(a+b) (c+a)a+b)
o bien, dividiendo entre b?c? y quitando denominadores, que
2(a+b)c+a)-(2a+b+c)b+c)=(b+cy, es decir, que
2(a® +bc)=2(b +c)’ o bien que a® = b + ¢ — 2bccos120°,
lo cual es cierto por el teorema del coseno aplicado al tridngulo ABC.



Problemas de nivel medio y de Olimpiadas (26)

Problemas de la segunda fase de la Olimpiada Britanica 2005

26-3: Sean a, b, ¢ numeros reales positivos. Demostrar que

2
[E+E+£j >(a+b+c) (£+%+Ej

b ¢ a a c

Solucién de Bruno Salgueiro Fanego (Viveiro, Lugo, Galicia, Espafia)

Hay que demostrar que

2 (bY (cY ab bc ca 1 ,1 1 (a b b ¢ c a
+=| +| =] +2 ——+——+—-—=|>a—+b=4c=4+|=—+—|+| —+—|+| =+— |, esto €5,
c) \a bc ca ab a b ¢ (b a c b a ¢
2 2 2
+(Ej +(£] +23+29+2223+(3+E]+(E+Ej+(£+E 0 bien
C a a b b a c b a ¢

c
2 2 2
_E+£+(9j —9+i+(£] —£+i23.
b a {¢c) ¢ b la) a ¢
c a

b

ol Tl T|lwo

. . , . 1
Luego bastara con demostrar que, si x es un nimero real positivo, se cumple que x> —x+=>1y
X

. a b C
sumar las tres igualdades resultantes tomando x = o X=—Yy X=—.
c

a
Y ello es cierto, dandose ademas la igualdad s6lo y cuando x =1 porque, si x >0,

X2 —x+§—l=%(x3 —x? —x+1)=%[x2(x—l)—(x—l)]= %(x2 —1Xx—1)=§(x +1)(x-1f y % >0,

x+1>0y (x=1F >0,con (x-1f =0 < x=1.
Por tanto, la desigualdad del enunciado esta demostrada, y en ella se da la igualdad si y sélo si % =1,

ley£=1,esdecir,siysélosi a=b=c.
C a



PROBLEMAS PARA LOS MAS JOVENES (27)

La Sociedad Rumana de Ciencias Mateméticas acaba de poner a la venta
la colecciéon completa (1894-2004), en edicién electrénica, de la revista Gazeta
Matematica, serie B.

Presentamos cinco problemas rumanos para los alumnos de 11 a 14 anos:

Prjov 27-1: El nimero « es de la forma 10 4+ muiltiplo de 19 . Demostrar
que no puede ser ni cuadrado ni cubo perfecto.

Prjov 27-2: La suma de tres nimeros primos consecutivos es también primo.
Calcularlos.

Prjov27-3:En el tridngulo ABC, el dngulo A es de 60°. Sea S el punto medio
de la bisectriz AP, donde P es un punto del lado BC. Se sabe que el angulo SBA
es de 30°.

i) {Cuadl es el centro de la circunferencia que pasa por A, B y P?

ii) (Es AB = AP?

iii) son iguales PC y PB?

iv) ;Es BS la mediana de ABC correspondiente al vértice B?

Prjov27-4: Resolver, en el conjunto de los niimeros naturales, la ecuacién

1:2:3----.n+241 = m>.

Projov27-5:Hallar todos los poligonos regulares que tienen todas sus diago-
nales iguales.



Soluciéon al Problema 116 bis

Samuel Gémez Moreno,
Departamento de Matematicas, Universidad de Jaén.
samuel@Qujaen.es

PROBLEMA 116 bis

Sean x e y numeros reales tales que

\/332—333+\/y2—3y:1.

Demostrar que
22 +y? <2z +y) +15.

SOLUCION

Designemos a = V22 — 3z. Entonces es claro que \/y2 — 3y = 1 —a, que
0<a<lyque0<1-—a<1. Ademas

3+ 9+ 4a? 3+ /13— 4a(2—a)

5 , y también Y12 = 5

T12 =

Por tanto, como es inmediato comprobar, obtenemos que

x2+y2—2(x+y):%<8—4a(1—a):|:\/13—4a(2—a):|: 9+4a2). (1)

Teniendo en cuenta que, para 0 < a < 1, se verifican las desigualdades
0<a(l—-a)<1/4,0<a(2—a) <1y0<a?<1,obtenemos de modo
inmediato que

7<8—4a(l—a)<8,3<+/13—4a(2—a) <V13,3<vV9+4a? <V13.

Haciendo uso, en la expresién (1), de las tres acotaciones anteriores, obte-
nemos tres cotas superiores para 22 4 32 — 2(z + y): si consideramos los
dobles signos que aparecen en (1) ambos positivos, la cota que resulta es



4 + /13; si consideramos los dobles signos uno positivo y otro negativo, la
cota obtenida es (54 +/13)/2; y si los dobles signos los consideramos ambos
negativos, la cota obtenida es, entonces, 1. La mayor de las tres cotas es
4 4+ /13, que verifica 4 + v/13 < 7.6056 < 15. Por tanto hemos mejorado la
desigualdad que pretendiamos probar, ya que hemos establecido que

2%+ y? = 2(x+y) <4+ V13



Luis Gémez Sanchez A.
Universidad de Oriente, Venezuela.
lagsa7@hotmail.com

Jirén A. Tovar # 267,

01 La Punta, Callao, PERU.

Propuesto por Doru Popescu Anastasiu (Slatina, Rumania) y Miguel Amengual Covas (Cala
Figuera, Espafia)
Sean x e y numeros reales tales que

Val—3r4+4/y? —3y=1.

Demostrar que

[

P4yt < 2(x+y) + 15

SOLUCION.- Como el dominio de definicién de (x* - 3x)"* es {x <0 6 x >3}, el correspondiente dominio
de la funcién F(x, y) = (x* -3x)"? + (y* - 3y)"?. de RxR en R, esta dado por la union de cuadrantes disjuntos
D={x<0;y<0} U {x<0;y>23} U {x>3;y<0} U {x>3;y>3}.

Ahora, como f(x) = x* - 3x_es, respectivamente, creciente y decreciente a la derecha y a la
izquierda del punto x = 3/2 que no estd en D, los dos radicales que definen F recorren cada uno todos los
valores del intervalo cerrado [0, 1]; ademas, las raices de x” - 3x = 1, (que se corresponden claramente con las
raices de y* - 3y =0 en la curva F(x, y) = 1) son x;=3.3027 y x, =-0.3027, donde se ha aproximado el valor
de V13. Se deduce que los puntos de RxR tales que F(x, y) = 1 estan contenidos en los cuadrados de lado
igual a 0.3027, sombreados en la figura y cuya uniéon notamos D;. (Es importante aqui observar que D; esta
trivialmente contenido en D pero que la imagen inversa F'({1}) es en rigor mas pequefia que D; ésta
corresponde en verdad a arcos de curva que podrian dibujarse en dicho dominio D).
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Ahora, haciendo * = x> - 3x; u” = y* - 3y, se tiene que x> +y*=t*+u> + 3(x +y).
Entonces el problema equivale a demostrar, simplificacién evidente mediante, que t* + u> < 15 - (x +y)
cuando t +u = 1 siendo t y u no negativos.

Es obvio en tal caso que t+ u” < I; por otro lado, para todos los puntos (x, y) de F'({1}),
el valor de 15 - (x +y) sera siempre mayor o igual que 15 - Max(x +y) con (X, y) ahora sobre toda la zona
sombreada D, de la figura, lo que esta claramente dado por 15 - (3 +V13) = 8.3945 > 1. Entonces se tiene

1<15-(x+y)siF(x,y)=1de donde t* + u” < 15 - (x + y) lo que se queria demostrar.

OBSERVACION.- (Un mejoramiento del enunciado) El método empleado en la solucion, asegura que la
cota 15 puede ser mejorada por cualquier positivo menor X tal que X - (3 + V13) > 1, es decir tal que

X - 6.6055 > 1. El mejor entero obtenible, (trabajando sobre el dominio D; adoptado aqui; véase NOTA
debajo) resulta ser entonces el nimero 8.

NOTA.-Las acotaciones vistas no son lo bastante finas como podrian serlo y ciertamente existen nimeros
positivos menores que 8 y que podrian reemplazar al 15 del enunciado; averiguar, por ejemplo, si se puede
poner o no el entero 7, seria un muy buen ejercicio para cualquier estudiante interesado en las olimpiadas
matematicas. Tal objetivo podria lograrse tratando de reducir el dominio D, (la mejor reducciéon posible
consiste en determinar exactamente F'({1}) y podria notarse para comenzar, que se pueden extraer
vecindades adecuadas en varios de los 16 vértices de Dy, en los cuales se tenga F(x, y) # 1 por lo que, siendo
F continua, se tendra "cerca" de dichos puntos F(x,y) # 1.



Problema 116 bis
Sean x e y numeros reales tales que

N% —3x+\/y2 —3y =1.
Demostrar que

X +y? <2(x+y)+15.

Solucién 1

La condicion +/x* —3x +\/y2 —3y =1 exige que cada radicado sea mayor o igual que 0 y menor o
3_\/173930 3_@3ys0

igual que 1 lo que nos lleva a las acotaciones: 2 : 2
3£x33+;/E 3£y£3+£/173

Es decir los puntos cuyas coordenadas verifiquen la condicién del enunciado quedan ubicados en el
interior o la frontera de los cuatro cuadrados sombreados de la figura y estos cuadrados a su vez son

interiores a la regién x*+y* <2(x+y)+15 que es claramente un circulo de centro (1, 1) y radio

W17 (de trazo grueso en la figura).

Solucion 2.
Elevando al cuadrado la condicién del enunciado:

VX2 —3x +\/y2 -3y =1=x*-3x+Yy? —3y+2\/(x2 —3x)(y2 —3y) =1
y siendo el radicando positivo, se deduce

x> +y?<3(x+y)+1

que es el interior de un circulo de centro G%) y radio \/% (de trazo fino en la figura)

claramente incluido en el interior del circulo del enunciado.



Problema 125.
Si a, b, ¢ son estrictamente positivos, demostrar que

be(a?b + b? 2 1
abe < \/a la +3 ¢+ ca) Sg(azb—i-chchza)

Solucion: Si tomamos las dos desigualdades por separado, después de elevar-
las al cuadrado y simplificar llegaremos a la misma desigualdad:

abc < =(a*b + b*c + c*a)

W =

Esta es la que vamos a probar. Dado que a, b, ¢ son estrictamente positivos,
nada nos impide considerar las tres cantidades

b
-,

Aplicando la desigualdad aritmético-geométrica a estas tres cantidades, ob-

tenemos:

ab + b%*c + 2a 1
> 1 < (b + b+
Sabe _:>abc_3(ab—|—bc—|—ca)

lo cual termina el problema.



Problema 126

2 de octubre de 2006

Propuesto por Laurentiu Modan, Bucarest, Rumania. Sea {a, },en la
sucesion definida por

Qo = —%
ay = 1
ni1 = Da, —6a,_1+3 —2n.

Calcular el limite siguiente:

) 1 1
o\ g )

Solucién de José Hernandez Santiago, Oaxaca, México. Al resolver
la relacién de recurrencia dada, haciendo uso de funciones generatrices por
ejemplo, obtenemos que:

ap=2-3"—=3-2""1—(n+1).

Asi, al tenerse que:

11 2.3" 3.2 _(nt1) 2-3"—3.201_(n+1)
+ n an 3n + 22n

3n 92
_ (s 2\"" n+1 (s 3. 3 m+l
B 3 3n 4 2ntl 22 )7

, 1 1
tin (s + )=

se concluye que:



Problema 127

Propuesto por Cristébal Sanchez Rubio (Benicasim, Espana)
Solucién de Gabriel Alexander Reyes (San Salvador, El Salvador)

En un triangulo de lados a, b, ¢ y drea S, llamamos n-dgono medio, Q,, a la
media aritmética de las dreas de los tres n-dgonos regulares construidos sobre
cada lado. Demostrar que

S < l~Qn\/§tanZ
n n

con igualdad si y sdlo si el tridngulo es equildtero.

Comenzamos encontrando el drea del n-dgono regular construido sobre a. Sea
O el centro del poligono y R su circunradio. Entonces el tridngulo OBC' es
isésceles, de lados R, R y a, y claramente su drea es una n-ésima parte del
drea del poligono. Sea h la altura relativa al lado a; entonces es facil ver que
h = Rcos(m/n). Luego
a T
(OBC) = 5 - Rcos -

Y como por la ley de los senos a = 2R sen(7/n) resulta que

2 2
Ccos
s (m/n) a

(OBC) = - - m n  4sen(r/n)  4tan(r/n)

N

Por tanto el drea del n-dgono regular construido sobre a viene dada por

a2n

4tan(m/n)
Con expresiones andlogas para by c. Asf que

Q= 1 a’n n b*n N cn ~ n(a® +b%+c?)
" 3 |4tan(r/n)  4tan(w/n)  4tan(w/n)|  12tan(w/n)

De donde el miembro derecho de la desigualdad en cuestién toma la forma

n(a? + b + %) VFtan T — a? + b2 + ¢
12 tan(7/n) n 44/3

1 1
— ~Qn\/§tani =—.
n n o n
En consecuencia nuestra desigualdad se reduce a probar que
a? + b2+ 2> 438

Este es un resultado conocido (desigualdad de Weitzenbock); de hecho aparecié
como problema 2 en la IMO 1961.



Nuestra prueba se basa en la desigualdad de Mitrinovi¢

S R
r< —< —
T 3V3 T 2

Donde, como es habitual, R es el circunradio, r es el inradio y s es el semi-

perimetro del tridngulo; y ademds las igualdades se tienen si y sélo si el tridngulo
es equildtero. Sélo haremos uso de la cota superior, de la siguiente manera:

s R 2s at+b+e abe 9abc
<& = <R=—©4/3§ < ———
3v3 T 2 3v3 3vV3 4S5 T a+b+c

Asf que basta con establecer que

b
&§a2+b2+02
a+b+c

Pero por la desigualdad media aritmética-media geométrica tenemos que

2 2 2
a —H;—kc > Yora

at+b+ec 3
_— vab
3 > abe

V

V

Y multiplicando estas dos desigualdades obtenemos

2 12, 2
(a*+0b +cg)(a+b+c) > YBPS = abe

Y tenemos el resultado. Observemos que tenemos la igualdad si y sélo si a =
b = ¢, esto es, si y sélo si el tridngulo es equildtero. B

Nota. En el libro Problem-solving strategies de Arthur Engel (cap. 7, pp. 170
y ss.), se hace un estudio muy completo de la desigualdad de Weitzenbock,
presentdndose once pruebas diferentes.



Problema 128.

Se considera un angulo agudo « >0 dividido en n partes iguales y se toma en un lado del angulo
un punto Pg cuya distancia al vértice O de sea igual a 1. A partir del punto Py se determinan puntos
B;P,;...;P, en los lados sucesivos de los n angulos formados, tales que todos los segmentos

P,P,i=12,...,n formen un angulo agudo £ con la recta OP;; y los segmentos OP; sean

sucesivamente crecientes.
Calcular el limite de la longitud del segmento final OP,, cuando n tiende a infinito.

Solucion.
Todos los triangulos OP_,P,,(i=1,2,...,n)son semejantes (tienen

. . . , OP,

iguales dos angulos) con razén de semejanza r = :
i-1

Hallaremos r por el teorema de los senos en OR,R,:

sen ,B+g
OF, OR OR n
=>r= =

sen sen(lSOO—ﬂ—aj OP, senf
n

entonces tenemos que hallar:

a n
sen(ﬁ+) n
limOP, =lim r" =lim N NELLVA) Iim(cosﬁdrctgﬂsen(gn
n n

n—w n—w n—w Senﬂ n—w

el resto es un simple ejercicio de calculo de limites del tipo 1”.

a o " lim n(cosg%tgﬂsen[z)fl]
lim OPn = |im(COS—+Ctgﬂ5en(_jj =™ n n _ guo9s
nN—c n n

n—oo



Solucién al Problema 129

Samuel Gémez Moreno,
Departamento de Matematicas, Universidad de Jaén.
samuel@Qujaen.es

PROBLEMA 129

Calcular
T .
. 2 sin 2nx
lim -
n—oo Jo  sinz

SOLUCION
Teniendo en cuenta que

1 sin 2nx

- = cosz + cos3z + ...+ cos(2n — 1)z,
2 sinx

como puede probarse facilmente usando induccién, nos queda

2 sin 2na sin(2k — 1)x
/0 - dr = QZ/ cos2k:—1xdx—22 oh 1

- 1 1 1 np1 1
= 2(1 3+5 7+...+(1) 2n_1>.

Por tanto, usando que

i k+1 _1_1+1_1+ —arctanl_i
k_l 2k_1 3 5 7 e — _47

resulta finalmente
n

LA 2 1
lim [ ST jr = 2 lim Z(—l)’“‘li — 2arctanl = —.
n—oo Jo  sinzx n—00 2k —1 2




Problema 130
Propuesto en la Catedra de Analisis Matematico IV, Facultad de Ciencias de
Madrid, junio de 1965
Determinar una funcion holomorfa que verifica las siguientes condiciones:
1) esta definida y es holomorfa en el primer cuadrante compacto, salvo en el punto
1+, donde tiene un polo de primer orden con residuo 1.
2) sobre el eje real toma valores reales, y sobre el imaginario, imaginarios puros.

3) es regular en el punto del infinito, y f{0)=0.

Solucion de Daniel Lasaosa Medarde, Pamplona, Espaiia.
Es conocido que el cociente de dos polinomios de z (donde z es la variable compleja) es
holomorfo, estando definida en todo punto salvo en sus polos, es decir, en los ceros del
denominador. Nos es dado que la funcion a buscar tiene un polo simple en z=1+i con
residuo 1. Podemos pues buscar la funcion f{z) como suma de términos de la forma:

1 N A N B N C
z—(1+i) z—(l—i) z—(—1+i) Z—(—l—i) ’

Donde 4, B 'y C son constantes reales iguales a +1 o —1. La razon de hacerlo de esta

/(2)=

forma es la siguiente: los cuatro sumandos que conforman f{z) son regulares en el punto
del infinito, tomando los cuatro el valor 0. Luego su suma también lo serd y tomara
también el valor 0, con lo que nos aseguramos el cumplimiento de la condicion 3). Al
mismo tiempo, los cuatro sumandos son holomorfos salvo en sus polos z=t1+£i, que son
simples, y el polo en z=1+i tiene residuo 1, con lo que garantizamos la condicién 1).
Los tres ultimos sumandos se introducen para crear en f(z) la simetria necesaria para
conseguir que tome valores reales sobre la recta real e imaginarios sobre la recta
imaginaria, a fin de cumplir la condicion 2).

Para que en el eje real la funcion tome valores reales, debemos exigir que el conjugado
de f(z) sea igual a si mismo cuando z=x real, es decir, para todo real x,

1 N A N B N C
x—(l—i) x—(1+i) x—(—l—i) x—(—1+i)'

S (%)=

De aqui se deduce necesariamente que A=1, B=C.
Al mismo tiempo, para que en el eje imaginario la funcion tome valores imaginarios,
debemos exigir que el conjugado de f{(z) sea su propio opuesto cuando z=iy imaginario,

es decir, para todo real y,



14 B C
—iy—(1=i) —iy—(1+i) —iy—(-1-i) —iy—(-1+i)

De aqui se deduce necesariamente que B=1, C=A. Luego se tiene que podemos tomar

f(iy)=-

1 1 1 1
= e = N =)
2z-2 2z+2 4z

22422z 224242z a4

Obviamente, al ser cociente de dos polinomios, la funcidén es holomorfa en todos sus
puntos salvo en sus polos, que son simples, es regular en el infinito, tomando el valor 0,
y por construccién tiene un polo en z=1+i con residuo 1, siendo holomorfa en el resto
del primer cuadrante compacto, pues tiene exactamente un polo simple en el interior de
cada uno de los cuatro cuadrantes. Ademas, tanto sobre la recta real como sobre la
imaginaria, el denominador toma valores siempre reales y positivos, pues j'=1, mientras
que el numerador (y por lo tanto la funcién) toma valores reales sobre la recta real e

imaginarios sobre la recta imaginaria.



PROBLEMAS PROPUESTOS 131-135

Problema 131. Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espana.
Calcular

k 1/n?
_ o (K2 A+ VET S
lim In H —
n—00 n
k=1
Problema 132. Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Barcelona, Espana.
Sean x1,xa, - ,x, nimeros reales dados. Para todo n > 1, demostrar que

1 & 1 & 1 2
(n;\/Tksinwk> (n; chosmk> < %,

donde T}, es el k—ésimo nimero triangular, definido por

k(k+1
7= FEED oy
2
Problema 133. Propuesto por Juan Bosco Romero Mérquez, Avila, Es-
pana.
Probar que sia > b >0, y A > 0, entonces se verifica

(A +1)b* — a? < Xab < A\a?.

;Cudndo se alcanza la igualdad?

Problema 134. Propuesto por el editor.

Sean O, I, H el circuncentro, incentro y ortocentro, respectivamente, del
tridangulo ABC.

Conocidos los lados del tridngulo OIH, determinar los lados del tridngulo
ABC.

Problema 135. Propuesto por el editor.

Demostrar que cz? —az+b es un divisor comun de az® —bz?+cy b’ —cz+a
si divide a uno de estos dos polinomios.



DIVERTIMENTOS MATEMATICOS 27

Algunas citas de Mathematics in Fun and in Earnest, de Nathan Altshiller

w

Court

Nathan Altshiller Court fué un destacado gedmetra de la

Mo diciaties  Universidad de Oklahoma, autor de un célebre libro Collage
i Furand it Geometry (12 edicion 1925; 22, 1952), referencia obligada en
Earnest muchas soluciones de problemas de CRUX MATHEMATICORUM,

por ejemplo. En mi biblioteca hay un ejemplar de la primera
edicién, un regalo de mi querido amigo (lamentablemente

| w desaparecido en 2000), Raimundo Reguera, en 1989.
. Posteriormente, y también como regalo de Kenneth Williams,

antiguo manager de CRUX, consegui un ejemplar de la segunda

edicidn, de Barnes & Noble. Poco después del reciente ICM 2006 de Madrid he
adquirido Mathematics in Fun and in Earnest, publicado en 1958, y es de este
libro del que presentamos algunas citas.

H.Lebesque(1875-1941): Las razones para declararse satisfecho por un

razonamiento son de naturaleza psicoldgica, tanto en matematicas
como en cualquier otra ciencia.

Platén : En su tiempo libre, Dios hace geometria.

Un comentario sobre Poincaré: Este hombre maneja el anélisis con tal

destreza, que realmente se cree que todo es facil.

Los numeros naturales son como un autobus: todo el mundo cree que
siempre hay sitio para uno mas.

Thomas Hill (1818-1893): Habitualmente se considera a las

Matematicas en las antipodas de la poesia. Pero las dos estan
realmente muy préximas, porgque son obra de la imaginacion.

Dan Pedoe: El propésito final de los que trabajan en los fundamentos

de la Geometria Algebraica es crear una estructura estéticamente
placentera, sin errores logicos, sobre la que se puedan exhibir los
muchos ornamentos de la Geometria italiana.

N.A.Court: EI geémetra, como el poeta, s6lo necesita para hacer su
trabajo un montén de hojas de papel y una pluma, para ayudar a su
imaginacion a manifestarse, por medio de un quizd tosco y
fragmentario esquema de las complejas creaciones con las que suele
tratar....El gedbmetra, como el poeta, es un sofiador, un incorregible
soflador. Se puede acusar a ambos de despistados, si se quiere, pero
ninguno de ellos cambiaria sus suefios por nada de lo que el mundo
puede ofrecer....Sus suefios son los mas preciosos momentos de su vida.

Valladolid, octubre 2006.
Francisco Bellot Rosado



Comentario de paginas web 27

La revista L’Enseignement Mathématique, en la red

www.unige.ch/math/EnsMath/

Muy recientemente se ha completado la puesta en la red de la
prestigiosa revista suiza L’Enseignement Mathématique, drgano
oficial de la Comision Internacional de Instruccién Matematica, y
cuyo primer volumen se remonta a 1899. Los diferentes articulos
se pueden descargar en pdf pulsando el logotipo de Adobe que
aparece a la izquierda del titulo de cada uno de ellos. El resto de
contenidos de la revista puede ser visualizado pulsando sobre ellos
también, pero no estan convertidos a ficheros pdf. La Universidad
de Ginebra ha realizado de esta manera un trabajo encomiable,
pues pone al alcance de todos los interesados, gratuitamente, los
nameros de esta revista, con excepcion de los de los ultimos 6
anos, que se iran incorporando cuando transcurra este tiempo
desde su aparicion en papel.

No es conveniente creer que L’Enseignement Mathématique es una
revista de contenidos puramente didacticos, o de lo que hoy se
conoce como Educacion Matematica. Por supuesto contiene
numerosos informes de las diferentes Comisiones de Estudio de la
Ensefianza de las Matematicas que ha propiciado la ICMI, desde la
enseflanza Primaria a la Universitaria, en todo el mundo; pero sus
articulos de fondo son de investigacion, o mejor dicho, de
divulgacion de las teorias modernas que son objeto de
investigacion.

retrodigitized journals

Recomiendo la visita a este sitio web, en la seguridad de que el
internauta encontrara articulos interesantes para descargar (por
ejemplo, de Pdlya, Halmos, Lichnerowicz o Freudenthal).

Valladolid, octubre 2006.
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