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Introduccién
Estableceremos una relacion entre los cuadrados de las distancias desde el ortocentro (H)
hacialos vértices (A, B, C) y los cuadrados de los lados (a, b, ¢) de un triangulo acutéangulo
(ABC) con € circunradio (R) y €l inradio (ro) de su triangulo ortico (pedal) .

Teorema:

Sea el triangulo acutdngulo ABC, de ortocentro H, de circunradio (R), cuyo triangulo ortico
(pedal) es Ha, Hp, He coninradio (ro).

Demostrar que:

AH?+BH?+CH* _ R-1,
a’ +b* +c? 2R+,

Demostracion:

Para facilidad de nuestro andlisis estableceremos primero las relaciones métricas tomando
como referencia al tridngulo excentral I4lplc para luego utilizarlas en el triangulo ABC,
aplicando las relaciones métricas para sus elementos anal 0gos respectivos.

Consideramos €l triangulo ABC, de incentro | (también ortocentro de su triangulo excentral
lalplc), siendo d la distancia ente su incentro (l) y circuncentro (O), denominamos O; a
circuncentro del triangulo excentral Ilplc, luego tenemos que O es punto medio de 10,
recordemos que e circuncentro O del triangulo ABC es también e centro de la
circunferencia de los nueve puntos del triangulo excentral 1lplc.

Aplicando el teorema de Apolonio (conocido como teorema de la Mediana), para €
triangulo 1,1 O;:

2
117 +1,07 =21,0° +%=.2|ao2 +2d°

También por e Teoremade Euler: d> =R*- 2Rr y | O* =R?+2Rr_, donde ry es el radio
del excirculo opuesto al vértice A, ademas se cumple: 1,0, = 2R (circunradio del triangulo
excentral l4lplc). Entonces:

|12 +4R% = 2(R% + 2Rr,) + 2R?- 4Rr = 4R* + 4R, - 4Rr
117 =4R(r, - 1)

Demanerasimilar: 1,12 =4R(r,- r) y 11> =4R(r_- 1)



Asi tenemos que: |17 +1,17 +1 1 =4R(r_+1. +r1_- 3r)
Como: r, +r1, +r, =4R +r (Teoremade Steiner)

L uego:
I1Z+1,17+1_1*> =8R(2R- 1)

Como | es e ortocentro del tridngulo excentra lalplc, esta relacion puede ser aplicada
ana ogamente para €l triangulo ABC de ortocentro H, de circunradio R e inradio ry de su
tridngulo ortico, considerando que € circunradio del tridngulo ABC es la mitad del
circunradio de su tridngulo excentral [ lplc.

Por lo tanto para €l triangulo ABC:
AH?+ BH? +CH? = 4R(R - Q) vevvrereeene. 0

Si analizamos €l tridngulo excentral 1,1yl de circuncentro O,, donde el triangulo ABC es su
tridngulo ortico o pedal, donde ademés tenemos que M, N y K son puntos medios de los
lados lalp, lplc © ldlc respectivamente. Ver la figura siguiente, que representa una
configuracion posible.

Tenemos que O, Oslp Y Oslc 0 sus prolongaciones intersecan a los lados BC, ACy AB en
los puntos E, F y G, por lo tanto los cuadrilateros NAGF, EBKG y MCEF son
cincunscriptibles, cuyos tres circul os se intersecan también en el circuncentro O;.

Para el vérticel,, 1,0; geradica delos circuncirculos de los cuadrilateros MCEF y EBKG:

IaD.IaM = IaD Ia2Ib = IaE IaOl




Para el vértice I, 1,01 gje radical de los circuncirculos de los cuadrildteros MCEF y NAGF:

|bD. |bM = |bD. Iazlb = |bF. Ib Ol

I,D. lib=2R.IbF .......... 2

(D+(2):
le-(|D+|D)—IaIb2
2 @& 2

=2R(I,E+I,F)

Ialb2 =4R(I,E+I1F)........ 3
Similarmente obtenemos:

1,12 =4R(I.G+1,F).......(4)
112 =4R(I.G+1E)......(5)

A partir de (3), (4) y (5):
I 12+1,12+1]2=8R(I,E+] F+I G)

Donde: ra= IE, rp,=IyF, re=1G, luego:
12 +11 2 +1,1 2 =8R(r, +1, +r1.)
Ademas: r, +r1, +1r, = 4R +r (Teoremade Steiner)

Por lo tanto:

12 +1,12+1,12=8R(4R +T)

Considerando que en esta relacion r es € inradio del triangulo ABC (tridngulo ortico del
tridngulo excentra lalple), iguamente esta se puede aplicar en forma anaoga para €l
tridngulo acutangulo ABC de circunradio R e inradio ro de su triangulo ortico.

Luego, parael triangulo ABC:

&+ b+ = AR(2R + 10) v, (I

Finalmente, dividiendo (1)/(11):

AH? +BH? +CH? _ R- 1
a® +b* +c? 2R+,

LQQD.




