PARES DE TRIANGULOSHERONIANOS CON AREASY PERIMETROS
IGUALES: UNA DESCRIPCION
K.RSSASTRY

Introduccion

Sea ABC un triangulo. Designamos los lados o sus longitudes mediante
a=BCb=CAc=AB.Ss= 1(a+b+c), entonceslaférmulade Heron parasu éreaes

A= Js(s—-a)s—b)s-c). (¥

Tridngulos recténgul os con lados y &rea enteros, como (3,4, 5; 6) fueron conocidos por muchas
civilizaciones antes de la época de Herdn. Sin embargo, € descubrimiento del tridngulo
(13,14, 15;94) seleatribuye ad. Este tridngulo no es rectangulo, pero susladosy € area son
enteros. Como homengje a su significativo descubrimiento, [lamamos a un tridngulo ABC un
triangulo heroniano s a,b, ¢y A son enteros. Hay muchas formulas de las que podemos calcular
losladosy € &rea de cualquier nimero de tridngul os heronianos. Cada férmula nos ayuda a
resolver determinado tipo de problema relacionado con ellos. Las referencias situadas a final del
articulo contienen diversas fuentes relativas a los triangul os heronianos. Nuestro proposito actual
es obtener una familia especifica de triangul os heronianos para determinar infinitos pares de esos
triangulos cuyas &reas y perimetros son iguales en cada par.

Determinacién de la familia de tridngulos her onianos

Nombramos los vértices de un triangulo ABC de maneraque BC > AB. Seal ¢ € exincentro
opuesto d vértice C. | ¢ es d punto de interseccion de | as bisectrices exteriores de los &ngulos CAB

y ABC y labisectriz interior de BCA. El teorema de la bisectriz dice gue una bisectriz interior o
exterior divide a lado opuesto en larazén de los otros dos lados.Si D es € punto de interseccion de

laprolongacion del lado AC con labisectriz exterior del éngulo @, aplicando este teorema a
triangulo DBC obtenemos

Blc _ BC

IcD CD’
y aplicandolo a tridngulo ADB obtenemos

Blc _ AB

IcD AD’

De aqui resulta

Blc _BC _ AB_ BC-AB _BC-AB _a-c (1)
IcD CD AD CD -AD AC b -

En laanterior cadena de igualdades (1) hemos usado una propiedad de |as razones iguales:

SiA=¢=2 entoncesA = =2 porquee = Afy g = Ah.

S € tridngulo ABC ha de ser heroniano, entonces a, b, ¢ deben ser enteros positivos. Por 1o
tanto larazén (a — c)/b ser&un nimero racional positivo , digamos v/u, con med(u,v) = 1,u > v,
y de tal maneraque € area de ABC sea también un entero positivo. Para entender mejor € proceso
de determinacion vamos a asignar los valores especificosu = 5,v = 3. Entonces (a— c)/b = 3/5.
Esto implica que existe un entero positivo k tal que a — ¢ = 3k,b = 5k. Por lo tanto los lados de



ABC se pueden tomar como
a=c+3k b=5k c=c (2).

Ahora debemos determinar |os valores de los parametros ¢, k para que € area sea un entero.
Paraéllo calculamoss = ¢ + 4k y usamos laférmulade Herén :

A = J(c+4k)(c—k)(k)(4k) = 2k /(c+4k)(c-kK).

Esto nosindicaque (¢ + 4k)(c — k) = p2, un cuadrado perfecto. Luego existe un nimero
racional mv/n tal que

c+ak="MMy ye—k=Jpu

Seinvitaal lector aresolver e anterior sistema de ecuaciones en ¢ y k para obtener

_ m?+4n? _ m?-n? ;
C="pm M k= B M es decir
C __H K __—

m?+4n2  5mn  m?_n?
La constante de proporcionalidad v multiplica los lados para dar un tridngulo semejante al
primero; por lo tanto laignoramos y ponemos
c=m?+4n%, u=5mn, k=m?-n? m>n.

Sustituyendo ahoralos valores de c y k en (2) nos dan los val ores parametrizados de los lados,
el perimetroy € area:

(a,b,c) = (4m? + n?,5(m? — n?),m? + 4n?) 3
P=10m?, A = 10mn(m?—n2) '

Las formulas (3) generan una familiainfinita de triangul os heronianos. Si hacemos, por
gemplo, m = 5,n = 1 en (3) obtenemos & tridngulo heroniano

(a,b,c) = (101,120,29),P = 250,A = 1200.

El proceso anterior demuestra que s tomamos (1), larazon (a— c¢)/b = v/u, entonces se puede
determinar & conjunto completo de tridngulos heronianos. Sin embargo, se dgjaa lector interesado
la.comprobacion porgue no es necesario para nuestros propésitos. En vez de eso, tomamos en (1)
larazon

a-c _ u?-v?

b u? +v2

y procedemos exactamente igua que antes. Se obtiene la siguiente familia de triangulos
heronianos, més genera y mas (til (los cdculos se dgjan a lector) :

(@ b,c) = (M2U2 + N2Vv2, (M2 — n2)(U2 + Vv2), n2U2 + M2v2) } (4)

P = 2m?(u? + v?),A = mn(m? — n?)uv(u? + v?)

El lector comprobara que cuando u = 2,v = 1 las expresiones (4) dan las expresiones (3). Para
obtener un triangulo heroniano particular en (4) debemos elegir m, n, u, v naturales con
m > n,u > v. Por gemplo, param = 3,n = 2,u = 2,v = 1resultad tridngulo
(a,b,c) = (40,25,25), con P = 90,A = 300. Incidental mente observamos que med(a, b, c) = 5.
Usualmente se eligen |los lados de manera que mecd(a, b, c) = 1. Luego dividiendo los lados por 5



resulta e tridngulo heroniano isosceles (8,5,5) con P = 18,A = 12. Sin embargo, en lasolucion
de ciertos problemas no dividiremos los lados por su maximo comun divisor. Larazén aparecera
en lapreparacion delastablas 1y 2 de la seccion siguiente, que mostrara como deducir pares de
triangul os heronianos a partir de (3), que tengan igua perimetro y érea.

Solucién del problema

El problema de hallar pares de triangul os isdscel es heronianos con € mismo perimetroy la
misma area ha sido resuelto por completo. Hay distintas soluciones en las referencias [2, 4, 8] que
se dan d final. Mencionemos un g emplo de uno de esos pares : (29,29,40) y (37,37,24). Ambos
tienen perimetro 98 y &rea 420. Por o tanto, en esta seccion determinaremos pares de tridngulos no
isosceles, heronianos, con € mismo perimetro y lamisma &rea. Nuestro proceso de determinacion
precisa del resultado siguiente:

Sean py g dosnumeros naturales primosentresi,conp > g. S
a=p?+pq+093b=2pg+qg?c=p?-g? entoncese tridngulo ABC tiene su angulo A de
120°. (5y6)

El resultado anterior es muy fécil de justificar con € teoremadel coseno, puesto que

Kzz?”@azzbhrc%rbc.

Entonces, para determinar € par deseado de tridngul os heronianos, primero usamos las
expresiones (3) y luego (4) :
A partir de (3), un par de triangul os heronianos generales es de laforma

(a1,b1,¢1) = (4mf + nf,5(mf — n?), m + 4n)
P, = 1Om§,A1 = 1Om1n1(m§ - n%)

(a2,b2,C2) = (4m3 + n3,5(m2 — n3),m3 + 4n3)
P, = 10m3,A, = 10mpny(m3 — n3)

Esos dos tridngulos tendran € mismo perimetro si P; = P,. Esto es,
10mZ = 10m3 < my = mp = m, digamos. (7)

Losdostridngulostendran lamismaareas A; = A,, esdecir

10myn; (M3 — n2) = 10mznz(m3 — n3).
Si aqui ponemos € valor hallado en (7) obtenemos

ny(mf —ng) = na(m5 —n3).
Multiplicando y reordenando los términos,,
(N1 —nx)m? = n$ —n3 = (N —NR)(N% + Ny + n3).

La ecuacion anterior implica que



i) ny—ny =0, encuyo caso los tridngul os no son distintos,
por lo tanto este caso |o descartamos y consideramos la siguiente posibilidad:
i) m?=n%+ngn, +n3.

Esta ecuacion es lamisma que encontramos en (6), conm = a,n; = b,n, = c. Luego de (5)
tomamos

m=p?+pg+0g?ny = 2pg+qg%n, = p>-g4,p>q (8).

Dejamos a lector la comprobacion de que € triangulo heroniano generado por lapargja (m,n;)
tiene e mismo perimetro y area que & generado por (m, ny). Por lo tanto tenemos €l siguiente
algoritmo (9):

Etapa |: Sustituimos en (8) p y q por nimeros naturales para calcular os valores numericos
dem,ny yn,.

Etapa Il: Usamoslos valores numéricos de m,n; paracalcular losladosa;, by, cy, €
perimetro P, y € &reaA;.

Etapa lll: Ahorarepetimos los cdculos con m,n, paraobtener az, by, o, P2, As.

L os dos tridngul os heronianos asi obtenidos tienen lamisma &reay € mismo perimetro.

Lasiguiente Tabla 1 ha sido preparada usando (9) :

P gmn n (a1,b1,c1) (az,bz,c2) P A

21 7 5 3 (221,120, 149) (205,200, 85) 490 8400
725,600, 365 740,525, 425

3113 7 8 ( ) ( ) 338 4368
(145,120, 73) (148,105, 85)

3219 16 5 (1700,525,1385) (1469,1680,461) 3610 319200

(3965,4200,1445) (4420, 1925, 3265)
(793,840, 289) (884,385, 653)

5131 11 24 1922 114576

Enlapreparacion delaTablal, s med(as, bi,c1) = med(az, bz, c2), 0a menos uno de ellos
divide a otro, entonces hemos dividido los lados de ambos tridngulos por e comun med (o por €
mas pequefio). Esto da valores menores paralos lados, € perimetroy € area.

S med(a,b,c) = 1, d triangulo se llamatridngulo primitivo. En este sentido, algunos pares
solucion estén formados por triangul os primitivos.

L as expresiones contenidas en (4) pueden usarse para generar unafamilia infinita de pares de
triangul os heronianos del tipo deseado. Obviamente esto es méas ventgjoso. Para verlo primero
determinamos m,ny,n; en (8). Por gemplo, p = 2,g=1dam= 7,n; = 5,n, = 3. A
continuacion, como en las etapas 11 y 111 del agoritmo (9), encontramos la familiainfinita de pares
de tridngul os heronianos:

(a1,b1,C1) = (49u? + 25v2, 24(u? + v?), 25U + 49v?)
(a2,b2,C2) = (49u? + 9v?,40(u? + v?),9u? + 49v?)
P1 =Py =P =098U?+Vv?),A; = A, = A = 840uv(u? + v?)

Dandole alos pardmetros u, v valores naturales formamos la siguiente Tabla 2 :



Vv (a1,b1,c1) (az,b2,c2) P A
2 1 (221,120,149) (205,200,85) 490 8400
L, (486240274)  (450400,130) . .
(233,120, 137) (225,200, 65)

3 2 (541,312,421) (477,520,277) 1274 65520
4 1  (809,408,449) (793,680,193) 1666 57120
(1009, 600, 841) (865,1000,585) 2450 252000

(1250,624,674)  (1234,1040,274)
(625,312, 337) (617,520,137)
5 2 (1325696,821)  (1261,1160,421) 2842 243600
(1450,816,1066) (1306, 1360, 666)
(725,408,533) (653,680,333)

5 4 (1625,984,1409) (1369,1640,1009) 4018 688800

Andogamente, p = 3, = 1 en(8) dam = 13,n; = 7,n, = 8y usando esto en (4) daotra
familiainfinita de pares de triangul os heronianos del tipo deseado:

N
w

1274 27300

1666 107100

(a1,b1,c1) = (169u? + 49v?,120(u? + v?),49u? + 169v?)
(az,bz,c2) = (169u? + 64v?,105(u? + v?),64u? + 169v?)
P1 = Py = P =338(U?+V?),A; = Ay = A = 10920uv(U? + v?)

p=3q9q=2m=19,n; = 16,n, = 5daotrafamilia

(a1,by,c1) = (361u? + 256v2,105(u? + v?), 256U + 361v?)
(az,b2,C2) = (361u? + 25v?,336(u? + v?),25u? + 361v?),

y asi sucesivamente.
Conclusion

Aun cuando las expresiones (4) generan unainfinidad de familias infinitas de pares de
triangul os heronianos con lamisma &reay e mismo perimetro, eso no significaque e problema
esté completamente resuelto. La solucion completa del problema basico: Determinar los pares de
triangul os heronianos que tienen € mismo perimetro y la misma suma no se ha conseguido
todavia (al menos por |o que yo conozco). Por lo tanto, pedimos d lector que intente una solucion
mas completa. Con lo expuesto en este articulo, es posible plantear y resolver un cierto nimero de
problemas interesantes. Por gjemplo, las férmulas (3) demuestran que € perimetro P = 10m? no
depende de n. Por |o tanto nos permite encontrar cualquier nimero finito de triangulos primitivos
heronianos que tienen todos & mismo perimetro (pero no la misma area). Sin esaformula, este
seria un problemadificil de resolver. Invitamos a lector aresolver los siguientes problemasy a
plantear a gunos nuevos:

1.-Hallar a) cuatro, b) diez triangul os heronianos primitivos distintos que tengan € mismo
perimetro.



2.- @) Hallar tres tridngul os heronianos primitivos tales que € perimetro de uno de ellos seala
suma de los perimetros de |os otros dos.

b) Hallar cuatro triangulos heronianos primitivos tales que € perimetro de uno de ellos seala
sumade |os otros tres perimetros.

) Sea k un nimero natural. ¢Es posible encontrar k triangul os heronianos primitivos tales que
€l perimetro de uno de ellos ealasumade los otros k — 1 perimetros?

3.- Hallar tres triangul os heronianos primitivos cuyos perimetros estén en progresion
aritmética.

4.- Probar o refutar la existencia de tres tridngul os heronianos primitivos con € mismo
perimetro y lamisma érea.
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