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Este trabajo explica algunas de las propiedades de las formulas de angulo multiple. En
primer lugar expresaremos de forma concisa las formulas de angulo multiple de las funciones
trigonométricas e hiperbolicas. Posteriormente utilizaremos estas formulas en algunas temas de
trigonometria, algebra y en geometria.

Para la funcion coseno, las formulas de angulo multiple se pueden expresar usando los
polinomios de Chebyshev [1], [6]. Estos polinomios estan definidos por la relacion de

recurrencia
Tolx)=1,  Tix)=x
Tn(x)zzx'Tn—l(x)_Tn—Z(x)’ nz2 .

Los ocho primeros polinomios con sus correspondientes formulas de angulo multiple son:

Polinomio Foérmula

To(x)zl cos0-a=1

Tl(x):x cosl-a=cosa

Tz(x):2x2—1 cos2-a=2cos*—1

T3(X)=4x3 —3x cos3a =4cos> a-—-3cosa

T,(x)=8x* —8x% +1 cos4a =8cos* a—cos® a+1

Ts(x):16x5 ~20x> +5x cos5a =16cos’ a—20cos> a+5cosa

T (x)=32x" —48x* +18x —1 cos6a =32cos® a—48cos* a+18cos* a—1

Ty (x)=64x" —112x° +56x° = 7x | cos7a = 64cos” a—112cos’ a+56cos® a—Tcosa

Observamos que los polinomios de Chebyshev cumplen la propiedad
cosna=T, (cosa).

Demostracion
Por induccion sobre n.

Para los valores iniciales n =0y n =1 tenemos:
cosOa=1= To(cosa),

cosla=cosa= Tl(cos a)

Supongamos que la formula es cierta para todo valor de k <n,
Aplicando la formula de la diferencia de cosenos

cosna — cos(n - Z)a = ZCos(n - l)a -cosa
es decir
cosna=2cosa-cos(n—1)a—cos(n—2)a
por hipoétesis de induccion sabemos que
cos(n - l)a =T, (cos a) y cos(n - 2)a =T, (cos a)
Luego
cosna=2cosa-T,_ (cos a)— T, , (cos a)
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Sustituyendo x = cos a en la formula de recurrencia 7, (x) =2x-T,,4 (x)— T, (x) tenemos
que
T, (cos a) =2cosa-T,_, (cos a) -T,» (cos a)

b

por tanto

cosna=1T, (cosa).
Observemos que la formula anterior también se verifica para valores complejos del argumento,
puesto que la formula de la diferencia de cosenos es cierta para argumento complejo. Una

consecuencia de este hecho es que la formula de argumento multiple para el coseno hiperbolico
es

Chna=T,(Cha)
En efecto
Chna=cos ina =T, (cosia)=T,(Cha).
Una propiedad que sera utilizada posteriormente es
_q)ln)2 :
T, (sen a) _ (-1) 2 sen na nimpar
(— 1)” -cosna n par
Demostracion

En efecto
Tn(sena):Tn cos| Z—al||=cos|n-| Z—a||=cos| X - na ,
2 2 2

(- 1)("_1)/ % .senna, nimpar

como

B

nrw nrx nrx
cos| —— —na | = cos — cos na + sen——senna = )2
2 2 2 (-1)"*-cosna,  n par

la igualdad queda demostrada.

Ejercicios

1. Demostrar que el polinomio de Chebyshev tiene grado n y tiene # raices simples.

2. Demostrar que el polinomio de Chebyshev de grado n es una funcién par si n es par y es una

funcion impar si # es impar.
3.-Demostrar la propiedad transitiva de los polinomios de Chebyshev

T, (T, (x)) = T, ().

Formulas para la funcién seno
Derivando la formula cosna =T, (COS a) podemos obtener una formula de angulo
multiple para la funcion seno. En efecto
—n-senna = T,;(cosa)~(— sena)
Es decir
T, n (cos a)

n

senna = sena-

():.M

Al polinomio U, (x
n+1

de grado n [6]. Usando estos polinomios la formula de angulo multiple de la funciéon seno se
expresa

, se le llama polinomio de Chebyshev de segunda clase

senna=sena-U,_, (cos a) .
Analogamente para el seno hiperbolico tenemos la formula
Shna=Sha-U, (Cha)

que se deduce derivando la formula de argumento multiple para el coseno hiperbdlico.



Los siete primeros polinomios de Chebyshev de segunda clase con sus correspondientes
formulas de angulo multiple son:

Polinomio Férmula

Uplx)=1 sen la = sena

Uy (x)=2x sen 2a=2sena-cosa

Uz(x)=4x2—l sen 3a=sena- (4cos a-— 1)

Us(x)= 8x3 —4x sen 4a =sena - (8c0s a-— 4c0sa)

U4(x):16x4 —12x% +1 sen Sa=sena- (16cos a—12cos’ a +1)

Us(x)= 32x° —32x% +6x sen 6a =sena- (32cos a—32cos® a+ 6cosa)

Ug (x)z 64x% —80x* +24x% -1 sen 6a=sena - (64cos a—80cos* a+24cos?a- 1)

Ejercicio 4. Demostrar que el polinomio de Chebyshev de segunda clase de grado n es una
funcion par si z es par y es una funcioén impar si # es impar.

Una formula que expresa sen na en funcion de sena es

senna = (- 1)(n V2., T, (sena) n impar
(_ )n/2 -1 -cosa-U,_; (sel’l a), n par

Demostracion
Sin es impar basta despejar el seno en la formula T, (sen a) = (_ 1)(”_1)/ 2 sen na -
Si n par es par tenemos que
T, (sen a) = (— 1)"/2 -cosna
derivando
T,; (Sen a)- cosa = (— 1)”/2 . (— sen na)- n,
Despejando el seno del angulo multiple

'

n/2-1 T,(sena) _ (cap/
n

Sennaz(—l) -cosa- -cosa-Un_l(sena).

Los polinomios de Chebyshev de primera y segunda clase estan relacionados por la
formula

T, (x) =Uy (x) - xUn—l(x)
En efecto
sen(n + l)a = senna-cosa+cosna-sena
Por tanto
sena-U, (cos a) =sena-U,_; (cos a)- cosa+T, (cos a)- sena

dividiendo por sena
U, (cos a) =U, (cos a)- cosa+T, (cos a)
sustituyendo cosa por xy despejando 7, obtenemos

Tn (x) = Un (x) - XUn—l (x) .
Los polinomios de Chebyshev de segunda clase satisfacen la siguiente relacion
Up(x)=1,  Uj(x)=2x .
Un (x) =2x- Un—l (x)_ Un—2 (x) nx2

Demostracion
Es claro que



L 1(w)=1

b

1

Uo(x):T e
1 d 1 d

Ul(x):Ed—Tz( x)= 25(2x2 —1)=2x

Veamos que satisfacen la relacion de recurrencia.
Derivando la relacion

Tn (x) =2x- Tn—l (x)_ Tn—2 (x)
obtenemos

T, (6) =2 T,y () + 22 T,y ()= T, (x)

Sustituyendo

U, (x)=2-(U, (x)=xU, 5 (x))+ 2x - (n = 1)U, (x) = (n = 2)U,,5(x)

Operando
(n=2)U,1(x)=2-x:(n=2)- U2 (x) = (0 =2)-Up3(x)
Dividiendo por 7 — 2 obtenemos U,,_;(x)=2-xU,_,(x)-U,_3(x)
Por tanto
Uy (x) =2-xU, (x) —Up (x)
Las formulas de recurrencia anteriores son interesantes desde el punto de vista tedrico y
permiten hallar los polinomios de Chebyshev para valores pequefios de n. Pero para valores

moderados de n son completamente inutiles. Por fortuna disponemos de las siguientes féormulas
explicitas de los polinomios de Chebyshev de primera y de segunda clase para n mayor que

Cero.
o -k
_n L) (n n-2k
=4S Fay
y

G (=K vk
U,(x)=2(-1) (2x)
k=0 k
Estas formulas se pueden demostrar por induccion. Demostraremos la formula para los
polinomios de Chebyshev de segunda clase y dejaremos la otra férmula al lector.
Demostracion
Paran =1y n=2 se cumplen. En efecto

)= Jo 0 <2
Uy ()= (1) .@(zx)z—ﬂ L) .m(zx)z—2 e

Demostremos que si se cumple para k& < n entonces se cumple para n:
Sabemos que

Un (x) =2-xU, (x) L) (x)
usando la hipotesis de induccion podemos afirmar que

(n-1)/2 11—k (n-2)/2 2k
=2.x- e n—1-2k _ RN n—2-2k
R S = e )
operando y renombrando el indice del segundo sumatorio

(n-1)/2 n—1-— (n-2) /2 " .
U, (x) — Z (_ l)k[ 1 kJ X n 2k " Z ]+1( 2- Jj(zx)n—Z—Zj ’
k=0 k j

haciendo el cambio de indices k= +1 en el segundo sumatorio



U,,(x)=(n§/2(—l)k{n_(k+lJ ok i ( k+1)J(2x)n_2k'

e k o k-1

Tenemos dos casos. Sin es impar

U, (x)=(2x)" + Z K (k+ I)J ¥ (” _k(lj Ir 1)H(zx)”‘z" :

luego la propiedad de los nimeros comblnatorlos

U= o)+ S 1) ("o - S e (" o,

k=1 k=0
Si n es par
nj2-1 _ _
(yuw | (k) (= (k+1) n—2k n/2
0,9= 4 3 ) H ! H eyt s g,
luego también en este caso
B (n—k n-2k
U,)= S0 e
k=0

Ejercicio 5-Demostrar las formulas

7, (x)= :é[znk)x”_% (e

n-2k ‘(xz _IY‘

c
=
—_
N—

|
= )
LMS
7\
N
=~
+ +
=
N—
=

Formulas para la funcion tangente

Es sobradamente conocida la formula de la tangente del angulo doble
2tana

1—tan2 a

pero esta poco difundida la formula de la tangente del angulo multiple a pesar de su simplicidad

[4]. En efecto
(ni%/z - l)k A" ey,
2k +1

k=0

n/2
Z(—l)k ( ! J-tanZk a
= 2k
la féormula se demuestra facilmente por induccion usando la formula de la tangente de una suma
de angulos.
Ilustremos la sencillez de la formula con un ejemplo, la expresion de la tan Sx .

En primer lugar calculamos los términos de la quinta fila del tridngulo de Tartaglia. Estos
términos son

tan2a =

tanna =

1,5,10,10,5,1
después construimos los polinomios
1-106% + 5t y 561083 + £
tomando los términos de dos en dos y alternando los signos. Entonces



5t—106 +¢£°
tanSx:ﬁ cont=tanx.
1-10¢~ + 5¢

Las funciones racionales

(n—l)/2 n
k 2k+1
>, (1) '(2k+1j't

7,()--12

n/2 n
S (g,
k=0

no reciben un nombre especial. Gozan al igual que los polinomios de Chebyshev de primera

clase de la propiedad transitiva
Ry (Ryy (1) = Ry (£).

Para la funcion tangente hiperbolica se cumple la formula

(n_zl%/z( n j-Tth”a
i \(2k+1

Thna = T
Z( j-Ttha
pa 2k
Por ejemplo
3 5
Th6a = 6-Tha+20-Th’a+6-Th a

1415-Th2a+15-Th*a +Th%a

(n_zl%/z g2k
) 2k +1
Si’l (t) = n/2

ﬁ( n ] (2k
oo\2k
al igual que las funciones R, (t) tampoco reciben un nombre especial, gozando al igual que

Las funciones racionales

ellas de la propiedad transitiva
Sn (Sm (t)): Snm (t)



Calculo algebraico de las razones trigonométricas
Las funciones de angulo multiple permiten calcular las razones trigonométricas de
muchos angulos de forma puramente algebraica. Veamos algunos ejemplos

1) Razones trigonométrica de /5
Podemos calcular el coseno de 7z/ 5 radianes usando el polinomio de Chebishev de quinto

. X .
grado. Para ello resolvamos la ecuacion T (Ej +1=0 de dos maneras. La primera de forma

algebraica y la segunda utilizando las propiedades de las funciones trigonométricas.
T5(§j+1:0<:>x5 —5x3 4+5x+2=0

Factorizando el polinomio
x° —5x7 +5x42= (x+2)(x4 —2x —x? +2x+1)
luego
n s 4 32 _
x+2=0 o0 x —2x"—-x"+2x+1=0

1

la segunda ecuacion es una ecuacion reciproca. Haciendo el cambio w = x —— queda
X

w2 =2w-1=0=w=1

1 1445

x——=1=x
X 2

Por tanto

observemos que por ser w=1una raiz doble también son raices dobles

1+45 1-4/5
2 T2
Las raices de la ecuacion dada ordenadas de menor a mayor son

1-/5 1+4/5
—’x3=
2 2

Resolvamos ahora la ecuacion utilizando las propiedades trigonométricas

2

Haciendo ; = cos a tenemoscosSa =-1=a = %+ kz?ﬁ k=0,1,..4

X1 :—2, Xy =

Las soluciones de la ecuacion son
s RY/4 S T 97
2-cos—,2-cos—,2-cos—,2-cos—,2-cos—
5 5 5 5 5

Teniendo en cuenta que

T 97 3z T
COS—=COS— y COS— =COS—
5 5 5 5

las raices ordenadas de la ecuacion son
RY/4 T
X|=-2,x, = 2-cos?, X3 = 2-cos§

Por tanto

7 1+45 @ 37 1-4/5 -1
cos— = =— )y coOS—=——"7=
5 4 2 5 4 2.

donde @ es la razon 4urea.

. . X
Anélogamente resolviendo la ecuacion 7T (EJ —1=0 obtenemos los valores



27 —1+4/5 1 dr  —1-45 —@
0SS — = = y cos—= = .
5 4 2.0 5 4 2

Los valores del seno de 77/ 5 radianes se pueden obtener analogamente resolviendo la
ecuacion :

Ts(x)=0 < 16x° —20x> +5x =0,
y observando que senSa =Tj (sen a).
Efectuando los calculos obtenemos

xlzsen%:%\/m—?_\/g y xzzsenz?”=%\/10+2\/§

, V4 27
las otras raices son x5 = —seng, X4 = —sen?, yx5=0.

Observemos que la ecuacion 75 (x) =0 ylaférmula cos5a =T (cos a) nos

proporcionan los valores
1 1
COS%ZZ\/IO-FZ\/E y COS?—ZZZ\/IO—Z\/g.

Podemos usar la féormula

5t0mx—10tan3 X +tan x
4

tanSx = 5
1-10tan” x + Stan x

para calcular la tangente de 7/ 5 radianes.

kr .,
En efecto tan5x=0=x= ? k € Z ; luego las raices de la ecuacion

5t—106% +1° =0
ordenadas de menor a mayor son

T -7 T 2z
Jtan— tan0,tan — , tan — .
5 5 5

tan

Calculando las raices por métodos algebraicos tenemos
5t-1082 +£°=0=1=0 6 t*-102 +5=0,
resolviendo la ecuacion bicuadrada se obtienen las raices

54245, —5- 25,5245, 45+ 245 ,
tan%=\/5—2\/§ y tan%r:\/SJrZ\/g.

Por tanto

2
2) Calculo del coseno de 7” radianes

T7(x)

X

=0 < 64x° —112x* +56x% =7 = Otiene por raices

La ecuacion

X = Sengk k=12,..,6.

. ., . 2 .,
Si en esta ecuacion hacemos el cambio y=2x"-—1 obtenemos la ecuacion

—8y3 —4y2 +4y+1=0 cuyas raices son

= cos—” = c0s4—7[ = cos6—7Z
N 7 » V2 - » )3 7



cambiando el signo y haciendo el cambio de variablez :g obtenemos la

ecuacionz> +z2 —2z-1=0, cuyas raices son
2r 4 T
z1 =2c0S—,zy =2cos—,z3 =2cos—.
7 7 7

Resolvamos esta ecuacion usando las formulas de Cardano
Obtenemos

cos27” - %[—2+§/28+84\/§~i +%/28—84\/§-z} ~ (0.6234898

cos47ﬂ=;—i[4+(1+\/§~iﬁ/28+84\/§~i+(1—\/§-i 28—84\/5-1'};—0.22252

cos67ﬂ:;—i[—2+(l—\/§-i 28+8433 i + (143 i 28—84\/5-1'};—0.9001

Donde la raiz ctbica compleja se calcula en la rama principal

Ejercicio 6 Si p es primo impar las raices del polinomio

(P—zl)/Zﬂ(p _kap—l—Zk

Wy (x)=p-
3 i Pk K

Son

X = i2-sen£k k= 1,2,...,p—_1
p 2

La Ecuacion de Adriaen Van Roomen
En su obra Ideae mathematicae el matematico flamenco Adriaen Van Roomen, también
conocido por su nombre latino Adrianus Romanus, propuso a los matematicos del mundo el reto
de resolver la ecuacion de grado 45 siguiente:
x® -45x% +945x* 2123003 +111150x>7 - 740259x > +
+3764565x -14945040-x>! +46955700-x -117679100-x%7 +
+236030652-x % -378658800-x > + 483841800-x 2! - 4884941257 +
+384942375x "7 -232676280-x ! +105306075x % -34512075-x ' +

+7811375x° -1138500-x " +95634-x° -3795-x> +45x =c

El problema fue resuelto por Vieta [2] dos afios mas tarde en su trabajo Responsum
quien, con otro lenguaje y notacion al usado por nosotros, se di6 cuenta que la ecuacion de Van
Rooemen es en realidad la ecuacion

X
2- T45 — |=cC.
2

Resolvamos la ecuacion de Van Roomen. Haciendo x =2sen ¢ tenemos

c
sen 45¢ =—
¢ 2

y por tanto x =2 sin (HO +k-8°) k=0,1,...,44; siendo @ = arc sin (%)

(Como llegd Vieta a darse cuenta de este hecho? Vieta conocia perfectamente la
solucion de la ecuacion



23 —32=c<:>2-T3(§j=c
Haciendo el cambio de variable
Z=2-T3(§J<:>z=y3 -3y,

podia también resolver la ecuacion
12 =937 +27y° —30y% +9y=c,
que escrita en término de los polinomios de Chebyshev es

2.T3(T3(§jj:c@2.rg[§jzc.

Si en la ecuacion anterior hacemos el cambio de variable

y=2-T5(§j<:>y=x5 —5x3 +5x

ool

que es la ecuacion de Van Roomen.

obtenemos la ecuacion

10



Curvas en Polares

La ecuacioén polar de muchas curvas se expresa por medio de funciones trigonométricas.
Los polinomios de Chebyshev de primeray de segunda clase son ttiles para calcular la ecuacion
cartesiana de la curva.

Ilustraremos la técnica del paso de la ecuacidn polar a la cartesiana con dos ejemplos
muy sencillos: la lemniscata de Bernoulli y la cubica de Tschirnhausen. Posteriormente
aplicaremos esta técnica a las Rosas, Curvas Botanicas, Aranas y Curvas Nodales. Las
definiciones de estas curvas pueden encontrarse en [6] y [5].

La Lemniscata de Bernoulli

La lemniscata de Bernoulli tiene la ecuacion polar
2 =a? - cos20
Para obtener la ecuacion implicita observemos que

;’2:x2+y2 y cos@="= al
x2+y2
Luego
2 2 2 X
x+y =a'l,| ——
Jxi+y?
Es decir
5 2
X +y2=a2- 2 al -1
x2+y2
Operando

(2 +32f =a?-(x2 - 5?).
NN,
NN

Lemmniscata de Bernoulli

La Cubica de Tschirnhausen

Su ecuacion polar es
360
r=a-sec’ —
3

Por tanto

Luego



es decir

COS§=4£_3.§/E
3 r r

Sustituyendo
X _ 4a 3 3-3a
\/x2+y2 2yt Yx2ay?
Operando

x=4a—3-%-3ﬂx2 +y2

Despejando las raices y elevando al cubo
27a- (xz + y2 ): (4a - x)3 .

N

\//

Cizbica de Techirnhausen

12



Rosas

Las rosas o rhodoneas son curvas cuya ecuacion polar es
r=a-cosmo
b
las ecuaciones paramétricas son por tanto
x=a-cosm@-cos@
y=a-senm@-senf

El nombre de esta familia de curvas se debe a su forma parecida a la de una flor. El
matematico italiano Grandi las 1lamé Rhodoneas, Rhodon significa rosa en griego, en su libro
Flora Geometrica. Sim =0 6 m = 1 la curva es una circunferencia, para m = 2 la curva se llama
quadrifolium, para m = 3 se llama trifolium, para m entero impar rosa de m pétalos y para m par
rosa de 2n pétalos. El nombre hace referencia al nimero de pétalos que tiene la curva. La curva
esta definida también para valores fraccionarios. Para m = ' se llama Folium de Durero.

¥

o NX

Trifolium

Aplicando el mismo procedimiento a la ecuacion polar que el realizado a la ecuacion de
la lemniscata se observa que la ecuacion cartesiana de la rosa para m entero impar es

X
x2+y2:a-T —_— | x2+y2

" JxZ+y?

por ejemplo si m =3 , la curva se llama trifolium, tenemos

X
x2+y2:a-T3 S
x2+y2

Teniendo en cuenta que 73 (z) =z- (422 - 3) la ecuacion es
2

2 2 ax X 2 2
X +yT = 4———>-3 -(\/x +y)

x24y? U xT 4y

Operando
2
(x2 +y2) :ax-(x2 —3y2)

Si m es par la ecuacion cartesiana anterior solo corresponde a la mitad de la curva pues r
puede tomar valores negativos. La curva completa corresponde a la ecuacion

13



X
x? +y2 =q? -7,
xz +y2
Por ejemplo el Quadrifolium » = a - cos 26
2
X
x? +y2 =a’ T
x? +y2
por tanto
5 2
X
xz+y2:a2 2 3 2—1
X" +y
operando

Cuadrifolinm

Para valores fraccionarios de m = P el proceso necesita una modificacion. Podemos realizar
q
el proceso de la siguiente forma

r:a-cosﬁﬁjzzcospg

q a q
por tanto
/xz +y2 0 2 +y2 0
R = Tp[cosg] =1, R =T, Tp(cosgj
Como 7, (Tq (x)): T, (Tp (x)): T)y (x) tenemos que

14



q a rlq q p
Luego
X x2 + y2
T, ———|=1,
x?+ y2 a
Veamos algunos ejemplos
1) Para m =1/2 tenemos el Folium de Durero » = a-cos—
2 2
X"+
T1 X = T2 —y
X%+ y2 a
Es decir
2 2 2
by x°+
=2 2| o

Jx? +y? a

Simplificando y elevando al cuadrado para racionalizar
(2)62 +2y2 —az)z ( 2 +y2):a4x2

la curva es simétrica respecto de los ejes de coordenadas. Esta situacion se cumple para los

valores de m = L .
2n
¥
X
Folium de Durera
1
2) Para m = E tenemos
r=a-cos—
3
2 2
X+
T a =15 Y

es decir

15



zx :\/x2+y2 4\/x2+y2 ,

X +y2 a a

Operando
(x2 +yzx4x2 +4y2 —3a2): a’x.

¥

— x

Rosa 13

La curva en este caso es simétrica respecto del eje OX. Observemos que no hemos
tenido que elevar al cuadrado en el proceso de eliminacidon. Andlogamente a este caso ocurre

para m = )
2n+1

4 . 4 . . .
3) Para m = g la ecuacion polares ¥ =a - cos? y siguiendo el mismo proceso se obtiene la

ecuacion cartesiana

2 S 2
alo(x4 —6)62y2 +y4) = (x2 +y2) (16x4 +32xzy2 —20a’x? +16y4 —20c12y2 +5a4)
una curva de grado 18.

Rosa 4/5
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Curvas Botanicas

Las curvas botanicas tienen la ecuacion polar
r=1+d-cosm@ d>0

son las concoides de la rosa r =d -cosm@ d > Orespecto de su centro 0 y con distancia 1.

Estas curvas engloban algunos tipos de curvas clasicas que veremos en los ejemplos.
Obviamente para d = 0 la curva es la circunferencia de radio unidad. Si d >1 a la familia de
curvas se la conoce con el poético nombre de Rosas de Troya.

Para m entero la ecuacion cartesiana de la curva botanica se obtiene racionalizando la

ecuacion
X
X2 +y? =1+d-T,

Jx*+y?
Veamos algunos ejemplos

1) Para m = 1 la curva es El Caracol de Pascal. Racionalizando la ecuacion

\/x2+y2 R N —

X2 +y2

obtenemos

(x2 +y2 —dx)2 =x? +y2.
La tabla muestra los diferentes tipos de caracol de Pascal. Recordemos que para d = 1 la curva
se llama cardioide.
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Los diferentes tipos del Caracol de Pascal

Circunferencia
ada =8

y

1
\

0<d<1?2

y

1
N,

d=12

d=1

(I

d=1

d=1

18




2) Para m = 2 obtenemos

2
VX2 +y? =1+d- 2{ﬁJ -1

(2 02)2 = (d+1)- x> — (@ -1)y?

(22432 f =[@+1)-x2 (@ -1y ]

Dependiendo de los valores de d se tienen tres tipos de curva
Sid>1 la curva se llama cicloide de Ceva

NN
N N,

Cicloide de Ceva

Operando

y elevando al cuadrado

si d = 16valo doble,

Ovelo Doble

Y
o

Curve Cacalinete

y si d<I curva cacahuete.
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3) para m =5 se obtiene la ecuacién de grado 12
2 2P 2 2 4 2.2 Ak
(x +y ) =[(x +y )z—dx(x —10x"y~ +5y )}

para d > 1 la curva se llama Rosa de Troya,

¥
X
Rosa de Trova
para d < 1 se llama Estrella de mar
F
X
Estrella de Mar

y para d =1 no tiene nombre especial. La forma de esta curva botanica nos recuerda la Rosa de 5
pétalos que la genera.
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Curvas Botanicas con valores fraccionarios del parametro m.
Si m = p/q el proceso de reduccion se basa en racionalizar la siguiente formula

T X 7 Va2 +y? -1
N d
La deduccion de la formula es un proceso analogo al seguido con las rosas y se deja su

verificacion al lector. Veamos algunos ejemplos de curvas notables
1) Para m = 1/2 la curva se llama la Nefroide de Freeth, su ecuacion polar es

0
r=1+d-cos—
2
y la ecuacion cartesiana se obtiene racionalizando la ecuacion
2
X 5 VXt +yt -1 !
X2 +y? d

(2x2 +2y? +2-d? h x? +y? =d? -x-|-4(x2 +y2)

Elevando al cuadrado
(Zx +2y° +2-d )zx +y [4x +4y* +d*-x

i
¥

Nefraide de Freeth

2) Para m = 2/3 la curva se llama el nudo de ocho y para el valor d = 2 la ecuacidn cartesiana
queda una ecuacion de décimo grado relativamente sencilla

(3x4+6xy +3y 4)/)Z (x +y)5

)/

Nudo de ocho

Operando

T




Ejercicio 7 Encontrar una formula para hallar la ecuacién cartesiana de las curvas
poligasteroides, tambien llamadas curvas de m vientres, de ecuacion polar

1
r=———, meQ
l+k-cosmb
Estas curvas estudiadas por Gino Loria son una generalizacion de la ecuacion polar de las
conicas.

Araiias
Hay dos familias de curvas arafias. Las arafias envueltas de ecuacion polar

sen n@
=a—F——
sen(n—1)8
y las arafias desenvueltas de ecuacion polar
sen n@
sen(n+1)9
Las ecuaciones cartesianas de ambos tipos se expresan muy bien usando los polinomios

de Chebyshev de segunda clase.
Las arafas desenvueltas cumplen la ecuacion

r-sen(n—1)0=a-sen né

r=a

por tanto
r-sen@-U, ,(cos@)=a-send-U,_ (cosh)
simplificando
r-U,,(cos@)=a-U,_ (cos8)
Por tanto

ey | o | x
fo'y n—Z\/m a n—l\/m

n-1
Multiplicando la ecuacién por 4/ x> + y2 tenemos

2 a2 X ) o \n-1)2 X
(x +y y’ U,_» NEREEl =a-(x +y ) U,_i| —
x“+y X +y

que es una ecuacion de grado n.
Veamos algunos ejemplos

1) Para n = 2 obtenemos la ecuacion x2 + y2 = 2ax . Circunferencia de centro (g, 0) y radio a.

¥
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2) Para n = 3 obtenemos la ecuacion 2x- X2+ y2 )z a- (3x2 - y2 ) La trisectriz de Maclaurin.

¥

3) para n = 4 obtenemos la ecuacion 3x2 - y2 ) (x2 + y2 ): 4xa- (xz - y2 )
y /

4) Para n = 5 Obtenemos la ecuacion 4x(x2 —yz)- (xz + yz): a- (5x4 —10x2y2 + x4).
¥

Observemos que para n mayor que cuatro la arafia envuelta tiene n-2 asintotas de

ecuaciones y=x-tank , k=1,.,n-2.Sin =3 la trisectriz tiene una asintota vertical de
n —

ecuacion x=1.
Para las aranas desenvueltas se obtienen resultados analogos que se dejan como
ejercicio al lector.
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Nudos
Se llaman curvas nodales o nudos las de ecuacion polar » = a-cot k@ . Las ecuaciones
cartesianas de estas curvas se obtienen usando las funciones de angulo multiple de la tangente.
En efecto

r=a~cotk6’©Rn(tant9)or=a©RnEZ]- x2 +y2 =a
X

Elevando al cuadrado

(x2 +y2)-Rn(Zj2 =a’.
x

Usando la expresion del angulo multiple podemos dar una formula polinomica equivalente a la
expresion anterior. Esta es

(2 2) 3 k" n—(2k+1) | 2k+1 ’ 2 \- k[ | a2k 2k ’
P (2k+ljx M P (2ij Sl

Luego los nudos son curvas de orden 2n + 2.
Veamos algunos ejemplos
Sin =1 la curva es una cuartica llamada kappa o curva de Gutschoven de ecuacion

y? -(x2 +y2)=a2x2
¥

Sin =2 la curva es una séxtica llamada molino de viento de ecuacion
4x°y* -(x2 +y2)= a’ -(xz —yz).

Sin =4 la curva es de orden ocho y tiene por ecuacioén
§? -(x2 +y2)-(3x2 _y2)2 — g2 ‘(xz _3y2)2.
Ejercicio 8-Hallar las ecuaciones de los nodos si el parametro & es racional.
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Curvas de Lissajous
Las curvas de Lissajous se pueden definir por las ecuaciones paramétricas
x=cos(m-t+p)
y=sen(n-t+q) '
Fueron descubiertas por el matematico norteamericano Nataniel Bodwitch en 1815 cuando
estudiaba el movimiento del péndulo compuesto. Posteriormente el fisico francés Jules Antoine
las estudi6 en sus investigaciones sobre Optica.

El proceso de eliminacion del parametro ¢ es, salvo en los casos triviales, mas
complicado que en los casos anteriores y excesivamente laborioso y complejo si se utilizan las
técnicas de eliminacidn algebraica. Los dos teoremas explicados mas abajo resuelven facilmente
la cuestion.

Teorema 1. Dada la curva de Lissajous

x=cos(m~t+p)

v =sen(n-t+q)
0<t<2x,donde p, g son numeros reales y m impar.
P . Las coordenadas x, e y de la curva de Lissajous satisfacen la ecuacion
nq
a) ﬂ,(x)z + Tm(y)2 -2-(- 1)(’"_1)/2 T, (x)T,()- send —cos* =0, cuando cosd #0.

b) sind T,(x)—(-=1)"""?T (y)=0, cuando cos5=0.

Llamemos 6 =

Demostracion.
Aplicando la propiedad -caracteristica de los polinomios de Chebyshev y la
correspondiente para m impar para la funcion seno tenemos que

T, (x)z T, (cos(mt + p))z cos[n . (mt + p) = cos(mn “t+n- p)
T, (y)z T, (sen(m‘ + q))z sen[m . (m‘ + q)]z Sen(mn t+m- q)
Aplicando las formulas de la suma de dos angulos

{cos mnt - cosnp — senmnt - sennp =T, (x)

cosmnt - senmq + senmnt - cos mq = (— 1)('”_1)/2 T, (x)

Este es un sistema lineal en las incognitas cos mnt y senmnt con determinante

cosnp — sennp

=cosmq - cosnp + senmq - sennp = cos(mq - np) =c0s O

senmq  cosmq
SiA=cosd # 0, aplicando la regla de Cramer
{ cos & -cosmnt =cosmq - T, (x)— (— )2 sennp - T, (v)

cos & - senmnt =—senmq - T, (x)+ (- 1)("1_1)/2 -cosnp-T, ()

elevando al cuadrado y sumando miembro a miembro

cos’ 5 =T, (x)2 +T, (y)2 -2 (— 1)('”71)/2 -T, (x)T (y) (sen mgq - cosnp — cos mq - sen np)

luego
T,(x)+7,(0) -2-(- 1)(”’_1)/2 T,(x)T,(y)- send — cos> =0
quedando asi demostrada la primera formula.
Si A=cosd=0 el sistema anterior es compatible s6lo cuando los coeficientes son

proporcionales, es decir cuando
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cosnp _ —sennp _ T, (x)
senmq cosmq (_ 1)("171)/2 Tm (y)

por tanto
{Sen mq-T,(x)- (- l)(m_l)/2 -cosnp-T, (y)=0
cosmq - T,(x)— (- 1)('"71)/2 -sennp-T,(y)=0
Multiplicando la primera por cos np y la segunda por sen np y restando ambas ecuaciones
queda
(sen mq - cos np — cos mq - Sen np)- T, (x) - (— 1)('"71)/2 . (cos2 np + senznp)- T, (x) =0
por tanto
send - T,(x)— (- 1)('"71)/2 T, (x)=0

m
c.q.d.
Es natural preguntarnos si el reciproco del teorema anterior es cierto, es decir si un
punto que satisface la ecuacion cartesiana satisface las ecuaciones paramétricas. La respuesta es

P4k

si” en el primer caso y este hecho se demuestra en el teorema 2.

Teorema 2. Si un punto (a, b) satisface la ecuacion cartesiana

T(x) +7,(y) —2-(—1)(’”_1)/2 T, (x)T, (y)- sens —cos* 5=0

n

conm impary coso #0,

(m 2 j

a=cos| —-t,+—k
d

existe un ¢y tal que n kleZ,
n o 2r
b=sen| t—-t, +—+—I
d m m

donde d =m.c.d.m,n)

Es decir la curva descrita por la ecuacion dada es una union finita de curvas de Lissajous.
Observaciones:
1) Notemos que en una curva de Lissajous siempre podemos tomar p = 0. Basta realizar el

cambio de parametro ¢ =u _P
m

2) La ecuacion cartesiana nos determina n, p y send . El angulo ¢ puede tomar una infinidad de

valores. Una vez elegido uno cualquiera de ellos g = é
m

Demostracion
Sabemos que

T (af +T,(b) -2-(- 1)("1_1)/2 T (a)T,,(b)- send —cos® 5=0

Teniendo en cuenta la identidad trigonométrica cos® & + sen’S =1 tenemos
cos’5-T, (a)2 +sen’s - T, (a)2 ~2-send T (a)- (- 1)('"_1)/ 2 T, (b) +T, (b)2 =cos" &

Por tanto

(coss-T (a))” + (sené' T (a)-(- l)(mfl)/ T (b))2 =cos’ 8

m

Dividiendo por cos” &
2

T (a 1

n

(af +| e T(a)-(=1)" 2.7 ()
coso

Luego existe un valor € tal que
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T,(a)=cos@

n

sens L)~ 1)

cosd
Despejando
T,(b)=(- 1)(’"71)/ ? . (send - cos®—cosS - send) =(— 1)(’"71)/ * . sen5+0)
Luego

T (a)=cos6
{ 7 (0)= (1) -sen(s+6)

m

Por tanto podemos haciendo a@ = cos @ y b = senff tenemos que

0 2rx

Z,(cosa)=cosc9:>c0sna=c0549:>a=i—+—-k keZ
n o n
y

0 o 2r

a=—+—+—":1
T (senfa)=sed S + 0)= senmpB=sel 5+ 6) = m é” 5’” - leZ
a=rg——+—+—:-I ’

m m m

m-n-t,

Sea d =m.cd (mn) Haciendo 6 = se deduce el resultado enunciado.

Cuando m es par se tienen resultados andlogos que se enuncian en los teoremas
siguientes.

Teorema. 3 Dada la curva de Lissajous

X = cos(m‘t+p)

y=sen(n-t+q)
0<¢<2x,donde p, g son nimeros reales y m par.
Llamemos § = mep
n q
a) T (x)’+T,(y) =2(-1)""*T (x)T,(y)cos S —sin’ § =0 cuando sin& # 0,
b) cosd T,(x)—(=1)""’T,(y)=0 cuando sind =0.

. Entonces la ecuacion cartesiana de la curva de Lissajous es

Teorema 4. Si un punto (a, b) satisface la ecuacion cartesiana
T,(x)° +T,(») =2(=1)""T,(x)T, (y)cos  —sin> 6 =0
conm pary send #0,

(m 2r ]
a=cos| —-t,+—k
d n

existe un %, tal que kleZ,
( n o 2 ]
b=sen

t—ty+—+—I
m m
donde d =m.c.d.(m,n)

Es decir la curva descrita por la ecuacion dada es una union finita de curvas de Lissajous.
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Las demostraciones de los teoremas 3 y 4 son analogas a las de los teoremas 1 y 2 y no
las haremos. El lector interesado puede consultar el articulo [3]. Resumiendo la curva de
Lissajous definida por la ecuacién paramétrica coincide con la definida por su ecuacion
cartesiana cuando m es impar y cosJ es distinto de cero o cuando m es pary sen 6 es distinto
de cero Diremos entonces que la curva de Lissajous es no degenerada y en caso contrario
decimos que es degenerada. Cuando la curva de Lissajous es degenerada la ecuacion
paramétrica es so6lo un arco de la curva definida por la ecuacidon cartesiana. Ver los casos
degenerados de los ejemplos 1y 2.

Ejercicio 9. Demostrar los siguientes hechos en una curva de Lissajous degenerada
a) La curva queda determinada con un intervalo de longitud 7.

b) La curva es un arco con un origen y un extremo.

¢) Los puntos singulares son nodos

Ejercicio 10 Demostrar lo siguiente hechos en una curva de Lissajous no degenerada
a) La curva queda determinada con un intervalo de longitud 2 7.

b) La curva es curva cerrada y todos los puntos singulares son nodos.

Apliquemos los teoremas a algunos ejemplos seleccionados

1. Alforja
La alforja es la curva de ecuaciones paramétricas

T
xX=c-cos|t——
[ 2)

y= —%-sen(Zt + Ib’)+§senﬁ

-7
En este caso m =1 es impary 0 = ! 5 |=B+x . Cuando cos(f+7)=0, es decir cuando
2 p

L= %+ kr ke Z podemos aplicar la formula

senﬂ-Tz(ij—Tl(_—zy+senﬂj=O
c c

es decir

senf3- 2[£j -1 —(_2y+senﬂj=0

C C

operando nos queda

sen
J_senf
¢
como cos =0 tenemos que la ecuacion de la curva es
2 2
X , X
y=— 90 y=-—
C C

que es la ecuacion de una parabola.
Observemos que en este caso la curva parametrizada es un arco de parabola.
Cuando cos f#0 tenemos

E(fj +Tz(_—2y+senﬂj —2-YI(EJTZ(_—zy+S€n,Bj-senB—COSZ,B=O
c c c

c
Operando queda
4x* 3 8sen f-x*y 3 4cos® f-x* N 4y*

4 3 2 2
4 c 4 c

=0
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4
Multiplicando por CT
x* —2csenf-x*y—c*cos* f-x* +c*y* =0
llamando a =c-cos f y b =c-sen S queda
x*=2b-x*y—a’-x* +(a2 +b2)2y2 =0
o bien
(x2 - by)2 = az(x2 - yz)
que es la ecuacion cartesiana de la alforja

)
X -
Alforja
Cuando b=0 la alforja se llama Lemniscata de Gerono
V4
xX=c- cos[f _Ej
x* =az(x2 —yz) =
= _—csen[2t - ﬁj
4 2 2
¥
X

Lemniscata de Gevono

2) Cubica Crunodal
X =cos2t
V4
=sen| 3t+—
g ( 2 j
20
En este casom =2 es pary seno =sen|, 7|=0,laformula es por tanto

3

2

cosd T,(x)~(~1)">T,(3) =0
Sustituyendo
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(e)

cos[%)ﬂ (x)- (11, (y)=

Operando
2y* =4x” —3x+1
Esta curva se llama cuibica con punto doble o ctibica crunodal.

¥

[ /
Chabfca
Crunodual

Observemos que es una curva de Lissajous degenerada y que la curva parametrizada es
un arco de la cubica con forma de letra alfa.

¥
X
1

Otro Ejemplo con m par

X =cos2t
T
¥ sm[ t+ 4]
2 0
En este casom =2 es pary seno = sen 3 Z|= 1, la féormula es por tanto
4
T.(x)V+7,(y) -2-(- 1)'"/2 T (x)T,(y)-cos & —sin* 5=0
sustituyendo
T3(x)2 +T2(y)2 —2-(—1)-Tn()C)Tm(y)-cos%—sin2 % =0
Operando
(ax® =32 +(297 =1)=1
o0 bien
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(4x® —32f =aly? )

Ejemplo de curva reducible
La curva definida por las ecuaciones

x= cos[& + f]
2
y =sen [IZI + %)

Satisface la ecuacion
2 2 3
oo + R0 +T) 1) =0.
Esta ecuacion nos determina cuatro componentes irreducibles que corresponden a las cuatro
curvas de Lissajous siguientes:

X =cos2t X = cos(Zt +£J

5 6

= sen 3t——” 57
4 12 y=sen(3t——j
12

x=cos(2t+Z x=cos| 2t +2=

3 2

hY/4 Sx

=sen| 3t —— =sen| 3t ——
g ( 12) g ( 12)
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Las cuatro graficas juntas

Observemos que la curva parametrizada inicial satisface también las ecuaciones

x=cos(2t+£j
2

T
=sen| 3t+—
g [ 3)

X =cos2t

=sen 3t—5—7r )
Y 12

Cualquiera de estas dos ecuaciones paramétricas nos generan
1
T + BOF V3 (6) B(0) - =0

o eligiendo el parametro p =0
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