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Abstract. The paper examines new hard problems created by gifted
students as a results of experiment held in Bulgaria and Greece (2001,
2002). Corresponding to the aim of the experiment to stimulate the
mathematical creativity of gifted students there was applied special
methodology of education in the area of transformations.

El experimento realizado en Bulgaria y Grecia (2001, 2002) para estimular
la creatividad matematica de estudiantes de alto rendimiento de los grados 9
a 12 (15 a 18 anos de edad), ha sido llevado a efecto por medio de un rico
arsenal metodologico. Los resultados muestran que el caracter creativo del
estudiante como generador de problemas, el desarrollo de la creatividad, la
realizacion de tareas, habitos de investigacion y aplicacion de los
conocimientos del estudiante estan determinados en gran medida por los
métodos de ensefianza aplicados, y en menor medida por los niveles de las
caracteristicas incluidas en la tecnologia del diagnodstico aplicada para el
descubrimiento de estudiantes creativos.
La metodologia de la educacién de estudiantes de talento para crear
problemas por medio de transformaciones incluia :
1. El examen de muchas clases de problemas de competiciones que se
podian resolver mas facilmente por transformaciones. Entre otras técnicas :
¢ Cotas superiores ¢ inferiores dptimas para funciones;
¢ Ecuaciones, igualdades, desigualdades, sistemas.
2. El examen de transformaciones de tipo empirico, cuyas formulas son
conocidas por los estudiantes; y la aplicacion de esas transformaciones para
resolver problemas de competiciones y crear otros nuevos.

3. El estudio de los métodos de actividad creativa —los procesos de

., . -1 .
creacion de transformaciones 7y, T v Transformacién del Paralelogramo



(PT), Transformacién Dual de la mediana (MDT), sus combinaciones y
aplicaciones cientificas [1, 5], para la creacion de nuevos problemas en el
campo de las “Desigualdades geométricas y mixtas para los tridangulos”.
Presentamos algunos problemas dificiles creados por los estudiantes.

Problema 1 (A. Velikov). Probar la desigualdad asimétrica:
(1) 5Zab24+9abc,

donde qa, b, ¢ son los lados de un triangulo de perimetro 2.
Solucidon. Primero aplicamos la desigualdad de Schur:

(2) leﬂ(x—y)(x—z)JZ 0, 120, x,y,z>0 .

La igualdad se produce cuando x=y=z.

Segundo, si 4 =1, de (2) se sigue
3) Z[x(x—y)(x—z)]zo, xyz>0 <

4) Zx3 +3xyzZZx2(y+z), x,y,z>0.

Por otra parte

(5) Zx3 =(x+y+z)3 —6xyz—32x2y
(6) szy:(x+y+z)2xy—3xyz.

Sustituyendo (5) y (6) y usando la condicidon x + y + z =1 en (4) obtenemos

(7) 1+9xy2242xy,x+y+z=l.
Aplicamos a (7) la transformacion
(8) Txa(l):y+Z:a,z+x:b,x+y:c,x+y+Z:1,

donde a, b, ¢ son los lados del triangulo, es decir,
x=1l—-a, y=1-b, z=1-¢c, a+b+c=2.

Resulta (1).

Observacion. Si aplicamos a (7) la transformacion:
c a b

9) X+y=—, y+z=—, z+x=—
s s S

2

entonces resulta la cota inferior optima para s~ como una funcion cuadratica

enR, r: GI5.8: s> >16Rr —5r% [2].

Problema 2 (A.Velikov). Probar la desigualdad:
(10) 8m5m§m02 > (ma +mb)(ma + my, —mc),




donde m,,my,m. son las medianas del triangulo de lados a, b, c.
Solucidon. Primero probaremos la desigualdad

(11) 8a’b’c? 2H(a+b)(a+b—c),

donde a, b, c son los lados de un tridngulo arbitrario [3].
Aplicando a (11) las siguientes formulas

H(a + b):2s(s2 +r2 4 2Rr) [4], abc =4RF ,ZS.H(a +b— c):161’72
se obtiene

(12) 8R% >s5% + 72 +2Rr.

Con esta desigualdad es facil encontrar la cota superior optima para 52
como una funcion cuadratica en R, r:

(13) GI5.8: s <4R%> +4Rr+3r% y

(14) GI5.1 R > 2r (Desigualdad de Euler).

Si la desigualdad (12) es cierta, entonces la desigualdad (11) es cierta
también. La igualdad en (11) ocurre cuando a=b=c.

Ahora aplicamos a (11) la transformacion a=m,, b=my, c=m, y se

demuestra (10).
Observacion. Si aplicamos a (11) la transformacion
(15) I,,:a=y+z, b=z+x,c=x+y, x,,z2>0

entonces demostramos la desigualdad (que es un problema Nuevo):

(16) 8]‘_[()6+y)2 2xyzH(2x+y+z),

donde x,y,z>0.

Problema 3 (A.Velikov). Sean q, b, ¢, s, F' los elementos usuales del

tridngulo, conF = /s . Probar que
1 3
(17) 2—3 > .
(s—aya 2
Solucidon. Aplicamos T, a (17) y obtenemos

(18) e 5 z xyz=1

(y+2z)
(de la condicion F =+/s y F = Js(s —a)s—b)s —c) se deduce que
J(s—a)s—b)s—c)=1y xyz=1). Este es un problema conocido ' y
puede probarse por la transformacion




(19) u:—,v=l,t:l, uvw =1
X y z
y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz.
Probaremos (16) a partir de la desigualdad (18), que es cierta, aplicando la

transformacion inversa de 7,
(20) Tv,:y+z=a, z+x=b, x+y=c con F=4/s.
Las igualdades se verifican en (18) six=y=z=1yen (16)si a=b=c=2.

Problema 4 (D.Stoyanov). Probar la desigualdad

1 a _~3(2 5
21 4% —— » —<—| —+—|,
@1 Z a Z bc 3 (r RJ
donde a, b, ¢, r, R son los elementos habituales de un tridngulo arbitrario.
Solucion. De las desigualdades bien conocidas GI 5.11 y GI 7.2 obtenemos

(22) 3J3r<s s?(m +7),

de la que se deduce

(23) 52 —(4\3/§R+ 10;/§I’JS+3I”(4R+I’)SO =
(24) s +12Rr + 312 S¥(2R+5r)s.

Aplicando las formulas s +4Rr+r = Zbc [4], 2s% = Zaz + 2Zbc

transformamos (24) en la desigualdad

(25) 4Zbc - Zaz < ?(212 +5r) o

2 43 abc 1
26 4> bc— ) a* <—2R+5r)—— < (21).
(26) D b= @’ TR+ e 2D)
Observacidn. 1o anterior es la base para resolver los dos problemas
siguientes.

Problema 5 (D.Stoyanov). Probar la desigualdad

27) 4\/§.xy+yz+zx—x2—yz—zzS X+y+z
2x+y)y+zNz+x)+5xyz xyz
Solucion. Aplicando la transformacion

, X,y z>0.



1
(28) Tax.a—y+z,b+z+x,0—x+y,S—EZa—Zx,

. (x+ )
FI\/SH(S—CZ)I\/X)/Z.ZX, R= 4[;_, %,
xyz nyz

a (21) obtenemos la des1gualdad

y+z V3| 2x+y+z 5\/xyz(x+y+z)
(29)4Zy+z Zz+x)(x+y) 3 \/_ Hx+y .

La desigualdad (27) se sigue de (29) por medio de célculos complicados.

, X, ¥, z>0,

Problema 6 (D.Stoyanov). Probar la desigualdad

8mc(a+b)—2(a—b)2 —a? —b? 4P F<2£

(a+b+2m, )abm, +10F? 3

(30)

donde a, b, ¢, m,,my,m., F son los elementos usuales de un triangulo.
Solucion. Aplicando la MDT [1]
F _ab2m,

31) a=a,b=b,c=2mc,F:F,r:1 , R=
2(a+b+2mc) &

a (21) obtenemos la desigualdad (32):

1
2. (a+b+2m,)
4(1 1, 1]_( a b +2ch<\/§ P | SAF

a b2m, 2m.a ab ) 3 F ab2m,

a b 2m,

que transformamos en (30) por célculos dificiles.

Problema 7 (D.Peev). Probar que

(33) 73s* + 81r% + 234522 —12245% R + 6487°R +1296r2R% >0,



donde s, 7, R son los elementos habituales del tridngulo.
Solucidn. aplicamos a la de51gualdad conocida (de “Kvant”)

(34)Zx +2xyzt>x y 245222+ x%42 +yzz2 +yzz‘2 +22t2,x,y,z,t>0
la transformacion

donde a, b, c, s son los elementos usuales del triangulo y obtenemos una
nueva desigualdad (36):

Z(s —a)4 +(§j4 +2.§.H(S —a)> Z(s —a)z(s —b)2 +%.Z(S —a)2 .

Calculamos:

4 _~4 4.3 2 2 3 4 _
(37) Z(s—a) =3s —4s Za+6s Za 4SZa +Za =
4 _1652Rr+ 2r2(4R + r)z;
(38) Z(S - a)z(s —b)2 = r2|_(4R + r)2 - 2S2J ;
(39) Z(S — a)z - 2r(4R + r)
con ayuda de las férmulas [4]: Zaz = 2(32 - 4Rr) ,

Za3 =2s(s2 — 32 —6Rr) : Za4 =2s% —4r(4R +3r)s® + 2,2 (4R + 1)

Aplicando (37), (38)y (39) a (36) obtenemos (33).

Creemos que estos problemas son suficientes para mostrar el alto nivel
de creatividad de los estudiantes, desarrollado al aplicar la especial
metodologia de este experimento.
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