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Abstract. The paper examines new hard problems created by gifted 
students as a results of experiment held in Bulgaria and Greece (2001, 
2002). Corresponding to the aim of the experiment to stimulate the 
mathematical creativity of gifted students there was applied special 
methodology of  education in the area of transformations.  

 
El experimento realizado en Bulgaria y Grecia (2001, 2002) para estimular 
la creatividad matemática de estudiantes de alto rendimiento de los grados 9 
a 12 (15 a 18 años de edad), ha sido llevado a efecto por medio de un rico 
arsenal metodológico. Los resultados muestran que el carácter creativo del 
estudiante como generador de problemas, el desarrollo de la creatividad, la 
realización de tareas, hábitos de investigación y aplicación de los 
conocimientos del estudiante están determinados en gran medida por los 
métodos de enseñanza aplicados, y en menor medida por los niveles de las 
características incluidas en la tecnología del diagnóstico aplicada para el 
descubrimiento de estudiantes creativos.  
La metodología de la educación de estudiantes de talento para crear 
problemas por medio de transformaciones incluía : 

1. El examen de muchas clases de problemas de competiciones que se 
podían resolver más fácilmente por transformaciones. Entre otras técnicas : 

♦ Cotas superiores e inferiores óptimas para funciones;  
♦ Ecuaciones, igualdades, desigualdades, sistemas. 

2. El examen de transformaciones de tipo empírico, cuyas formulas son 
conocidas por los estudiantes; y la aplicación de esas transformaciones para 
resolver problemas de competiciones y crear otros nuevos.  

3. El estudio de los métodos de actividad creativa –los procesos de 
creación de transformaciones lT , 1−

lT , Transformación del Paralelogramo 



(PT), Transformación Dual de la mediana (MDT), sus combinaciones y 
aplicaciones científicas [1, 5], para la creación de nuevos problemas en el 
campo de las “Desigualdades geométricas y mixtas para los triángulos”. 
Presentamos algunos problemas difíciles creados por los estudiantes. 
 
Problema 1 (A. Velikov). Probar la desigualdad asimétrica: 
(1)   ∑ +≥ 9abc4ab5  , 

donde a, b, c son los lados de un triángulo de perímetro 2. 
Solución. Primero aplicamos la desigualdad de Schur: 
(2)   ( )( )[ ]∑ >≥≥−−  0zy,x,  ,  ,zxyxx 00 λλ . 

La igualdad se produce cuando zyx == .  
Segundo, si 1=λ , de (2) se sigue 
(3)  ( )( )[ ]∑ >≥−−  0zy,x,  ,zxyxx 0  ⇔   

(4)  ( ),zyxxyzx∑ ∑ +≥+ 23 3  0>z,y,x . 

Por otra parte   
(5)  ( )∑ ∑−−++= yxxyzzyxx 233 36  

(6)   ( ) xyzxyzyxyx 32 −++=∑ ∑ . 

Sustituyendo (5) y (6) y usando la condición 1=++ zyx  en (4) obtenemos 

(7)  ∑≥+ xyxyz 491 , 1=++ zyx . 

Aplicamos a (7) la transformación  
(8)  ( )1xaT : cyx  ,bxz  ,azy =+=+=+ , 1=++ zyx ,  
donde a, b, c son los lados del triángulo, es decir,  

,cz  ,by  ,ax −=−=−= 111  2=++ cba . 
Resulta (1). 
Observación. Si aplicamos a  (7) la transformación:  

(9)  
s
bxz  ,

s
azy  ,

s
cyx =+=+=+   

entonces resulta la cota inferior optima para 2s  como una función cuadrática 
en R, r:  GI5.8: 22 516 rRrs −≥  [2]. 
 
Problema 2 (A.Velikov). Probar la desigualdad:  
(10)   ( )( )∏ −++≥ cbabacb

2
a mmmmmmm8m 22 , 



donde cba m,m,m  son las medianas del triángulo de lados a, b, c. 
Solución. Primero probaremos la desigualdad 
(11)   ( )( )cbabacba −++≥∏2228 , 

donde  a, b, c son los lados de un triángulo arbitrario [3].  
Aplicando a (11) las siguientes fórmulas  

( ) ( )Rrrssba 22 22 ++=+∏  [4], RFabc 4= , ( ) 2162 Fcba.s∏ =−+   

se obtiene  
(12)  RrrsR 28 222 ++≥ . 
Con esta desigualdad es fácil encontrar la cota superior optima para 2s  
como una función cuadrática en R, r:   
(13)  GI5.8: 222 344 rRrRs ++≤  y  
(14)  GI5.1 rR 2≥  (Desigualdad de Euler). 
Si la desigualdad (12) es cierta, entonces la desigualdad (11) es cierta 
también. La igualdad en (11) ocurre cuando cba == .  
Ahora aplicamos a (11) la transformación cba mc  ,mb  ,ma ===  y se 
demuestra (10).  
Observación. Si aplicamos a (11) la transformación   
(15)  0>+=+=+= z,y,x   ,yxc  ,xzb  ,zya:Tax  
entonces demostramos la desigualdad (que es un problema Nuevo): 
(16)  ( ) ( )∏∏ ++≥+ zyxxyzyx8 22 ,  

donde 0>z,y,x . 
 
Problema 3 (A.Velikov). Sean a, b, c, s, F  los elementos usuales del 
triángulo, con sF = . Probar que 

(17)  
( )∑ ≥
− 2

3
aas

1
3  . 

Solución. Aplicamos axT  a (17) y obtenemos 

(18)  
( )∑ ≥

+ 2
31

3 zyx
,  1=xyz   

(de la condición sF =  y ( )( )( )csbsassF −−−=  se deduce que 
( )( )( ) 1=−−− csbsas  y 1=xyz ). Este es un problema conocido 1   y 

puede probarse por la transformación 



(19)   
z

t  ,
y

v  ,
x

u 111
=== ,  1=uvw  

y la desigualdad de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz.  
Probaremos (16) a partir de la desigualdad (18), que es cierta, aplicando la 
transformación inversa de axT  
(20)     cyx  ,bxz  ,azy:Txa =+=+=+ con  sF = .  
Las igualdades se verifican en (18) si 1=== zyx y en  (16) si 2=== cba . 
  
Problema 4 (D.Stoyanov).  Probar la desigualdad 

(21)  ∑ ∑ 





 +≤−

Rrbc
a

a
52

3
314 , 

donde a, b, c, r, R son los elementos habituales de un triángulo arbitrario. 
Solución. De las desigualdades bien conocidas GI 5.11 y GI 7.2 obtenemos 

(22)  ( )rRsr +≤≤ 4
3
333 , 

de la que se deduce 

(23)  ( ) 043
3

310
3

342 ≤++







+− rRrsrRs  ⇔   

(24)  ( )srRrRrs 52
3

32312 22 +≤++ . 

Aplicando las fórmulas ∑=++ bcrRrs 22 4 [4], ∑∑ += bcas 22 22  

transformamos (24) en la desigualdad 

(25)  ( )srRabc 52
3

344 2 +≤−∑ ∑   ⇔  

(26)  ( )    
r

.
R

abc.rRabc 1
4

52
3

344 2 +≤−∑ ∑ ⇔  (21). 

Observación. Lo anterior es la base para resolver los dos problemas 
siguientes.   
 
Problema 5 (D.Stoyanov).  Probar la desigualdad 

(27)  ( )( )( ) xyz
zyx

xyzxzzyyx
zyxzxyzxy. ++

≤
++++
−−−++
52

34
222

,    x, y, z >0. 

Solución. Aplicando la transformación 



(28) ,yxc  ,xzb  ,zya:Tax +=+++=  ∑∑ == xas
2
1 , 

( ) ∑∏ =−= x.xyzassF ,  
( )

∑
∏ +

==
xxyz.

yx

F
abcR

44
, 

∑
==

x
xyz

s
Fr ,  

x

xxyz

as
Fra

∑
=

−
= ,   x, y, z >0, 

a (21) obtenemos la desigualdad 

(29) ( )( )
( )
( ) 














+

++
+

++
≤

++
+

−
+ ∏∑ ∑ yx

zyxxyz
xyz

zyx
yxxz

zy
zy

52
3
314 . 

La desigualdad (27) se sigue de (29) por medio de cálculos complicados. 
 
Problema 6 (D.Stoyanov). Probar la desigualdad 
 

(30)  ( ) ( )
( ) 3

32
102

28
2

2222
≤

+++

+−−−−+ F.
Fabmmba

cbababam

cc

c  , 

donde a, b, c, cba m,m,m , F son los elementos usuales de un triángulo.  
Solución. Aplicando la MDT [1] 

(31)  
( ) 4F

ab2mR  ,
mba

Fr  ,FF  ,mc  ,bb  ,aa c

c
c =

++
=====

2
2

2
1

 

a (21) obtenemos la desigualdad (32): 

( )

















+
++

≤







++−








++

c

cc

ccc mab
F.

F

mba.

ab
m

am
b

mb
a

mba 2
452

2
12

3
32

222
1114

 
que transformamos en (30) por cálculos difíciles. 
 

Problema 7 (D.Peev).   Probar que   

(33)   0129664812242348173 22322244 ≥++−++ RrRrrRsrsrs ,  
 



donde s, r, R son los elementos habituales del triángulo. 
Solución. aplicamos a la desigualdad conocida (de “Kvant”)  
(34) 2222222222224 2 tztyzytxzxyxxyztx +++++≥+∑ , 0>t,z,y,x  

la transformación 

(35)  
3
st  ,csz  ,bsy  ,asx:T =−=−=−=  , 

donde a, b, c, s son los elementos usuales del triángulo y obtenemos una 
nueva desigualdad (36): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑ ∏ −+−−≥−+





+− 2

2
22

4
4

93
2

3
as.sbsasas.s.sas . 

Calculamos: 

(37)  
( )

( ) ;4216

4643

2224

4322344

rRrRrss

aasasassas

++−

=+−+−=−∑ ∑ ∑ ∑∑  

(38)  ( ) ( ) ( )[ ]22222 24 srRrbsas −+=−−∑  ; 

(39) ( ) ( )∑ +−=−  rRrsas 4222  

con ayuda de las fórmulas [4]: ( )∑ −−= Rrrsa 42 222  , 

( )∑ −−= Rrrssa 632 223  , ( ) ( )22244 423442 rRrsrRrsa +++−=∑ . 

Aplicando  (37), (38) y  (39) a (36) obtenemos (33).  
Creemos que estos problemas son suficientes para mostrar el alto nivel 
de creatividad de los estudiantes, desarrollado al aplicar la especial 
metodología de este experimento.   
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