ALGORITMO DE DESCARTE DE RAICESENTERAS DE POLINOMIOS.

¢A quién no le ha ocurrido alguna vez, en su periplo como estudiante, encontrarse con un polinomio
hostil, que se resiste a mostrar sus raices enteras, bien porque no las tenga, bien porque el término
independiente posee numerosos divisoresy en |os ensayos rigen las leyes de Murphy?.

Motivados por esta dificultad, desarrollaremos un procedimiento simplificador de la bisqueda de raices
enteras en ecuaciones polinémicas, estableciendo criterios de eliminacion entre los candidatos a raiz
entera sel eccionados mediante el burdo y usual criterio de los divisores del término independiente.

Obviamente, para que el algoritmo de descarte sea interesante en la practica, debe ser rigurosamente
fiable, sencilloy rapido.

Comenzaremos enunciando y probando las propiedades subyacentes al mismo. Por pragmatismo, la
sencillezy eficiencia del mismo se hara patente a través de un jemplo.

Sea n n-1
p(Y) = 3 X" +a, XM+t ax+a,

un polinomio de coeficientes enteros.

FUNDAMENTACION.

Propiedades de l as raices enteras de un polinomio con coeficientes enteros:
[ S %o esunaraizenteradep(x), X * O, entonces xg esundivisor deag:
P(%0) =80 + 8.0 HetaXx +a=0P & == x(ax T ta. g e +a) b
=-(ax) t+a, X 2+--+a)l z.

[ S xoesunaraizenteradep(x), x, | {- 1,0, %, entonces xo — 1 esun divisor de p(+1):

:_an n _ ) n-1_ n n-
& X - . 1% 31)‘0 p(+1) _ a (¢ -D+a 00 D+ +a(x - 1)
p(+) _a,ta,  t-tatay D ) .
= | )% 1 XO_ 1
X,- 1 %-1 p

Por el teorema del resto, es inmediato que los bi nom| osxO 1, considerados como polinomios en X ,
son divisibles por xo — 1. En efecto, sea B, (X,) = X - L Entonces, €l resto dela division es p, () =0.

Sea K
-1
qk(xo)=XO K=12,.n
Setiene: XO'll
P+Y _ . % -1 % -1 X%-1_2
= -3, -- 3202 G 8,0,0%)
Xo'l Xo'l aﬁlxo_l alxo_l k:lkkxi)

y considerando, de nuevo, la indeterminada x, como constante entera, resulta que

PG+ _ i 10,
% 1 E;llaqu(xo) z~{-10.3,-

esdecir, Xo— 1divideap(+1).
Observacion: Aunque la propiedad se verifica, trivialmente, para » = 0, no se considera esta posibilidad por carecer de interés préactico en la aplicacion del algoritmo.

[ S xpesunaraizenteradep(x), xOT z ~{-1 0,1}, entonces xg + 1 esun divisor de p(-1).

La prueba de esta propiedad esandloga ala de la anterior.
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IMPLEMENTACION DEL ALGORITMO.

Seleccionados los candidatos iniciales a raices enteras por el bien conocido criterio de los divisores del
término independiente, si éstos son numerosos puede resultar rentable aplicar el algoritmo de descarte
afin dereducir el nimero de divisiones necesarias para descubrir lasraices enteras

Este algoritmo, fundamentado en las tres propiedades probadas en el anterior epigrafe, es un “tamiz’
mucho més fino, ya que involucra dos nuevos criterios, determinando un “ filtrado” mucho més sel ectivo;
con frecuencia, los enteros que |0 atraviesan son Unicamente las raices del polinomio.

Optimizaremos el disefio del algoritmo, de forma que resulte minimizado €l volumen de calculos y
escritura, y que su gjecucion resulte intuitiva y nemotécnica.

S el término independiente, ag, tiene d divisores positivos, mayores que la unidad, g también tiene d
divisores negativos menores que la unidad. Para aplicar las dos Ultimas propiedades, estos 2d divisores
deben ser incrementados en 1, lo que produce otros 4d nimeros a considerar, y €l nimero de divisores
seria 6d. Asi pues, la aplicacion directa de las propiedades anteriores tendria €l siguiente precio: seria
necesario efectuar 4d pruebas “ extra” de divisibilidad, y escribir el triple de divisores de valor absoluto
mayor que uno, a cambio de evitar cierto nimero de divisiones...

Afin de mejorar la implementacion del algoritmo, observemos las siguientes propiedades:

S Xp esunaraizentera positiva de p(x), entonces:

m xo—1ldivideap(+l),yestoimplicaque— (xg—1) = —Xxg + Lesun divisor de p(+1).

" xo+1ldivideap(-1),yestoimplicaque— (xg + 1) = —xg—1lesun divisor de p(-1).

Estas propiedades permiten reducir drasticamente € volumen de escritura, sin mas que extender las
pruebas de divisibilidad de | os divisores positivos:

® S xg—1nodivideap(+1), sedescartacomoraiz Xg.
m S Xxo+1nodivideap(+l), sedescartacomoraiz —xo.
m S xo+1nodivideap(-1), sedescartacomoraiz Xg.
® S Xg—1nodivideap(-1), sedescarta como raiz —Xg.

En forma mas conpacta:

p(£1) . p(x 1)
—| p 1 O, i . S’
X, F1- z POo) X £ 1-

I'zb p(-%)*0
Obviamente, a efectos de divisibilidad, se pueden sustituir p(+1) por ¢p(+1)7 y p(-1) por ¢o(-1)7.
Sea

{d,d,, -, dp-l' dp}_

el conjunto de los divisores positivosde &, talesque 1<d, <d, <-:- < dp-l < dp.

Dispongamos éstos, asi como ¢gp(+1)1 y ¢gp(—1) T, en laforma siguiente:

o(+1)i p(+1)i
dp | dy = | dpa | dp

| ()i D) |
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Regla de las diagonales.

Parak= 1,2, -, p, seprueba si esdivisible p(+1) y p(-1) por d¢ = 1. Cuando se prueba la divisibilidad
por d¢ — 1, se opera con p(+1) y p(-1) a laizquierda; cuando se prueba la divisibilidad por dx + 1, se
opera con p(+1) y p(-1) ala derecha.

Cada vez que resulte negativa una de estas pruebas de divisibilidad, se traza en la celda que contiene a
dx la diagonal cuya direccion esta determinada por la posicion relativa de p(+1) y p(-1) respecto de d,
de acuerdo con €l criterio anteriormente definido para el posicionamiento de p(+1) y p(-1).

Se presentan cuatro casos:

= S d¢— 1 no divide a p(+1), se traza la diagonal principal (ascendente hacia la izquierda), puesto que
p(+1) seconsideraalaizquierday por encima de dy. Se descarta d.

= S di— 1 no divide a p(-1), se traza la diagonal secundaria (descendente hacia la izquierda), puesto
que p(-1) seconsidera alaizquierday por debajo de dx. Se descarta -d.

= S ¢+ 1 no divide a p(+1), se traza la diagonal secundaria (descendente hacia la izquierda), puesto
que p(+1) seconsidera ala derechay por encima de dy. Se descarta-dy.

= S d¢+ 1nodivide a p(-1), setraza la diagonal principal (ascendente hacia la izquierda), puesto que
p(-1) se considera a la derechay por debajo de di. Se descarta d.

Criterio de descarte:
= Ladiagonal principal descarta el divisor positivo.
= Ladiagonal secundaria descarta el divisor negativo.

Obviamente, a los divisores descartados ya no es necesario someterlas a prueba alguna.

ALGORITMO.

@ Se eliminan de px) las raices 0, 1y —1, asi como el maximo comdn divisor de los coeficientes.
Designaremos por q(x) el polinomio resultante. El algoritmo se aplica a este polinomio reducido.

@ Los datos necesarios para poder aplicar e algoritmo son los divisores (mayores que la unidad) del
término independiente de q(x), asi como losvalores de q(+1) y q(-1).

g(-1) se obtiene durante el ensayo delaraiz—1, y esel restodeladivision de q(x) entrex + 1.

S —-1no esraizde p(x), esdecir, s p(-1)! 0, entonces q(+1) se obtiene durante el ensayo de la
raiz+1, y es el resto de la divisiéon de q(x) entre x — 1. En caso contrario, €l calculo de q(+1) se
puede efectuar sin necesidad de realizar la division de g(x) entre x — 1, ni aplicar el teorema del
resto. En efecto, sea p1(x) el polinomio resultante de eliminar en p(x) las raices 0y 1, asi como el
méximo comin divisor de los coeficientes. S —1 esunaraizde p1(x) de orden de multiplicidad mse
tiene:

P.(X) b

1) = p1(+1).
x+n™ 9y 2m

p(x) =(x+D"a(x) P a(x) =

Asi pues, mediante esta férmula de correccion, se deduce de forma inmediata el valor de q(+1) a
partir de p1(+1), cuyo valor se obtiene durante el ensayo delaraiz+1.

®  Seefectlian las pruebas de divisibilidad segun el esquema indicado.
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Ejemplo. Consideremos el polinomio p(x) = 2x% +50x” + 48x° - 2x°- 52x*- 96x% + 2x” + 48x.

Extrayendo el factor comun, resulta; p(X) = 2x(x” +25x° +24x° - x* - 26x° - 48x” + x+ 24)

1 25 24 -1 -26 -48 1 24

GD 1 26 50 49 23 25 -24
1 26 50 49 23 25 24| 0
+1 1 27 77 126 149 124

1 27 77 126 149 124 | 100|E8»| P.(+1)=100
1 26 50 49 23 25 -24

1 25 25 24 1 24
1 25 25 24 -1 24| 0

1 24 -1 23 24
1 24 1 23 24| 0 E:>q(x):x4+24x3+x2+23x- 24
1 1 23 2 45
1 23 22 45|-69|E)| a-)=-69

®

©

Los calculos realizados hasta aqui son |os habitual es para la busqueda de las raices +1.

El primer resto no nulo obtenido al iterar en el algoritmo de Ruffini paralaraiz -1 es q(-1). S p(x) no
tienelaraiz -1, el valor de q(+1) coincide con el de p(+1); pero en este gjemplo si existe la raiz —1, con
orden de multiplicidad O = 2; por tanto, aplicaremosla correccion expuesta anterior mente:

q+) = L= =27=25 B[ q(+) =25

Conocidos q(+1) y q(-1), para poder aplicar el algoritmo de descarte al polinomio q(X) solo necesitamos
determinar el conjunto de los divisores de 24 mayoresque 1: {2, 3, 4, 6, 8, 12, 24}.

25 25

69 69

Los divisores de 24 disminuidos en una unidad deben dividir a 25y 69. Esta propiedad, asociada al
criterio delas diagonales, permite descartar |os siguientes valores:

AA AAA

25 25

69 69

vV VVV
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Los divisores de 24 aumentados en una unidad deben dividir a 25y 69. Esta propiedad, asociada al
criterio de lasdiagonales, permite descartar |os siguientes valores.

25

69 69

Delos 14 candidatos a raiz entera (7 positivos'y 7 negativos), con muy poco esfuerzo, han quedado
descartados 11. Basta probar ahora por division si +2, -4y —24 son raices de q(x):

1 24 1 23 24
+2 2 52 106 258
1 26 53 129 | 234

-4 -4 -80 316 258
1 20 -79 339 [-1380

La aplicacion del algoritmo de descarte ha supuesto en este caso una considerable economia, tanto de
calculo como de volumen de escritura (en la préctica, el procedimiento es muy sencillo, aungque pueda
parecer lo contrario en su descripcion pormenorizada), ya que se han evitado 11 divisiones por el
algoritmo de Ruffini, a cambio del simple esquema

25 25

69 69

cuya construccién sélo involucra operaciones que se efectlian rapidamente y sin dificultad: restar o
sumar la unidad y aplicar criterios de divisibilidad.

Asi pues, —24 esla Unica raizentera de q(x): q(X) = x* +24x° + x> + 23x - 24 = (x + 24)(X* + x- 1).

Lasotrastresraicesdeq(x) sonlareal 3 @4.1 -3 @ 1 y las dos conjugadas complejas
18 2 8 2

18%/@_1_ 3 @*'l%i igeié;*%/«31+3\/§ +i/\/3_1- 3J§o_0
28 18 2 18 250 828 2 5 =
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DETERMINACION DE RAICES RACIONALES FRACCIONARIAS.

Afortunadamente, los polinomios con los que se trabaja habitualmente no suelen ser tan hostiles como el
g(x) del eemplo anterior. Sin embargo, las aplicaciones del algoritmo de descarte no se limitan a la
blsqueda de raices enteras. En efecto, puesto que cualquier polinomio puede ser trasformado mediante
un cambio de variable en otro polinomio cuyas raices racionales sean todas enteras, €l algoritmo de
descarte es susceptible de ser aplicado para €l descarte de raices racionales fraccionarias. Ademas, esta
transformada (como veremos en el segundo epigrafe de esta seccion), aungue se aplique a polinomios
con términos independientes de pocos divisores, suele tener un término independiente con muchos
divisores, siendo esta la situacion en la que la exclusion rapida de candidatos a raiz racional cobra
mayor interés.

Raicesracionalesfraccionarias: criterios de existencia.

-, o, - i . . a
Sea P(X) una ecuacion polinémica de coeficientes enteros y grado n. S la fraccién irreducible — es una
raiz de P(X), setiene: b

n-1 n

HO_ oo 86 ) a o
— = = + — = +.. .+ =+ =0b — =-
Y R TY R 1Y Ykn g s (a”’la

1+~-~+a1bn'2+a0bn'l)T z,

y siendo b primo relativo con a, también lo seréa con a"; por tanto, b debe dividir al coeficiente a, .

Por otra parte,

b" b"

b" a6
= —=0p —_— =
a aoa

— pe=2= anan-l+an_lan-2b+'_.+albn-l+a0 n-1
a 6bp

-(a,a"* +a, @" 2b+--+ab™ )1 z,

y un razonamiento analogo al anterior, prueba que a, no pudiendo dividir a b", ha dedividir aag .
Asi pues, podemos enunciar el siguiente criterio de existencia deraices racionalesfraccionarias:

“ Para que un nimero fraccionario irreducible pueda ser raiz de una ecuacion algebraica de coeficientes
enteros, es necesario que el numerador detal fraccién divida al término independientey el denominador
divida al coeficiente del término de mayor grado.”

Transformada de un polinomio genérico a un polinomio cuyas raices racionales sean enteras.

De acuerdo con €l criterio anteriormente establ ecido, una ecuacién algebraica de coeficientes enteros no
puede tener raices racionales fraccionarias si el coeficiente del término de mayor grado es la unidad, es
decir, si el polinomio es monico.

Nos interesa, pues, una transformacién que aplicada a un polinomio genérico, lo convierta en otro
polinomio de coeficientes enteros, cuyo coeficiente del término de mayor grado sea unitario. Tal
transformacién esla siguiente:

1 &y 0 n-2

0 ) .
Ty Ha, Y ke Pt ay ey

+oo ko ) YO q(y) = ay p
n @

p(x) = ax" +a, 4 X"

Regla para la construccion del transformado ménicoy sin raices racionales fraccionarias.

En la practica, la trasformada de un polinomio p(x) de grado n consiste en sustituirlo por €l polinomio
manico q(y), con el mismo coeficiente en el término de grado n — 1, y cuyos coeficientes en 1os términos
degradok, 0< k <n -1, se obtiene multiplicando los correspondientes coefi cientes de p(x) por a.” k-1
parak=n-2,n-3, ...,1,0.

Las raices fraccionarias del polinomio primitivo, p(x), se obtienen dividiendo las raices enteros del
polinomio transformado entre el coeficiente a,, del término de mayor grado de p(x).
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Ejemplo.

Consideremos el polinomio
p(x) =3x%+ x* - 2x3- 12x +8.

Su transformado ménico y sin raices racionales fraccionarias es €l polinomio g(x), cuya construccion es
inmediata aplicando la regla anterior:

y=3xb q(y) :34p%':9:y5 +y*- By’ - 324y +648,
eog

Aplicando el método tradicional deir ensayando |os divisores de 648 en orden creciente, obtendriamos:

1 1 -6 0 -324 648
+1 1 2 -4 -4 -328
1 2 -4 -4 -328 | 320

1 1 -6 0 -324 648
-1 -1 0 6 -6 330
1 0 -6 6 -330 | 978

1 1 -6 0 -324 648
+2 2 6 0 0 -648
1 3 0 0 -324 0

Ciertamente, hemos sido afortunados de hallar unaraiz tan pronto, ya que 648 tiene 40 divisores.
Por tanto, x= % esunaraizde p(x).

Eliminada la raizy = 2 en q(y), nos queda el polinomior(y) =y*+3y®- 324. g intentasemos buscar

una raiz entera en éste, ya no tendriamos tanta suerte, porque seria necesario efectuar j28 divisiones!
para convencer se de que r(y) no tiene raices enteras.

Veamos que €l algoritmo de descarte sdlo filtra un candidato a raiz entera, lo que supone en este caso
una economia de 27 divisiones:

- Divisores positivos de 324: {1, 2,3,4,6,9,12,18,27,36,54,81,108,162, 324 .

.‘I.I’(+1):M -3 =-320

; : _ay) ! 1-2 -1
- Célculoder(+1)y r(-1): r(y)—q—b i
X-2 -9¢t9y _918 __
VT T

- Descarte dedivisores:

320 320

326 326
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El algoritmo de descarte s6lo ha filtrado uno de los 28 divisores. € —3; basta, pues, efectuar la divisién
der(y) entrex + 3 paraterminar la prueba:

1 3 0 0 -34
3 3 0 0 0
| 1 o o o |34

. o . . 2
En consecuencia, p(x) solotieneunaraizracional: Xx=—.
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