ALGUNOS PROBLEMASDE MATEMATICAS

Por Juan Bosco Romero Mérquez

Dedicado ala memoria del Prof. Miguel de Guzméan Ozamiz.

1 Introduccién

En este trabgjo, presentamos dos cuestiones mateméticas en forma de
problemas como un homenge a la memoria dd admirado y querido, Profesor.
Migud de Guzman Ozamiz, gran mateméatico y megor persona que cautivaba con
su entrafiable persondidad atodos los que fuimos dumnosy amigos suyos.

Su gran sencillez y facil accesbilidad, le hacia rebosar de una entrafiable
persondidad humanayy cientifica que hacia que su aurea de ser humano bueno se
proyectara en todo lo que hacia, con un amor sin limites, en su Fe inquebrantable,
y en su entregay ayuda a los demés de una forma desinteresada.

El primer problema que voy a proponer y resolver cae dentro del ambito del
Andiss Matemético, y més concretamente, se trata de probar una desiguadad
con cotainferior y superior de la Funcién Gamma de Euler.

El segundo problema versa sobre un resultado dementad de la Geometria del
Triangulo que se resueve dentro de diferentes contextos : Geometria Sintética,

Anditicasn DERIVE, y, con DERIVE siguiendo lalineade [1] .

Ambeas partes de la Matematica, € Andissy la Geometria, que eran las mas
queridas por @ Prof. Migud de Guzméan Ozamiz, a las que dedicaba sus
investigaciones mateméticas de cuaquier nivel.

Ademéds, entre otras muchas cosas, una fundamentd y principd para €, era
ensefiar y gprender la Matemética a través del juego como una aventura, y la
belleza a conseguir como un premio, por es0 hizo una ingente labor de
investigacion metodologica y didéctica, de ensefiar a los futuros profesores de
como descubrir estos dos pardmetros en sus clases, que junto con la divulgacion
matemética en sus libros y en revidas, las aplicaba con gran entrega a la



formacion de los futuros profesores porque tenia una gran preocupacion por la
ensefianza de la matemética en todos |os niveles educativos.

Edtas dos cuegtiones en forma de problemas que le dedico a d, como un
modesto homenge y tributo a su vida, a su obra hecha con un gran amor y
desarrollada con juego y belleza, y con a su entrafiable y lucida personalidad tanto
humana como cientifica con la que sempre me sentia arropado y ayudado.

2 Resultados.

Comenzamos esta seccion enunciado y resolviendo cada uno de los dos
problemas que presentamos en este trabgjo.

Problema 1

Sean a, b, y c nUmerosrealesfijos, tales que b’ 0 a
x> > L probar que:

donde G(X)z 0 con X >0, real esla funcion gamma de Euler,
[lamada integral euleriana de segunda especie.

Demostracion.

Es un buen gercicio dementa de Andiss Matemédtico, en que
estudiamos la monotonia de dos funciones continuas e infinitamente derivables f
y g, que congruimos a efecto utilizando una forma equivaente la desigualdad
propuesta, a través de la funcion logaritmo, § para dlo, utilizanos como
resultado clave para resolver este problema la desguddad de Minc-Sathre-

Alzer, ver [2] ) [7]
y que dice asi, en la parte que nos interesa agui :



Lema (Desguddad de Minc-Sathre-Alzer)

.3 ; .
S x L €S un numero red, entonces se verifica:
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Definimoslafuncion f devaridblerea con vaoresredes, para ¢ °1
como sgue :

¢ c¥[®A, f(x)=LGEX)- LGE)- (x- o)(Lx- 1) +b(Lx- Lo),

para x> €° 1 Eda funcién se obtiene de forma equivalente d tomar la  funcion
logaritmo en & miembro de laizquierda de la desiguadad propuesta.

Lafuncionf asi congtruida, en € intervao consderado es continua e
infinitamente derivableen (¢, ¥). Ademés, f(c) =0

Estudiemos ahora su monotoniaen € intervalo en que esta definida
utilizando para dlo, la derivada primera.

Laderivadaprimeradef vienedadaen esintervao:

G(x) a?_ 14X co, b_ab+c- 1o+8§_L +G(x)

F(x)= €0%) e X g X e X g &X G(x)g

30,

ya que cada sumando entre paréntesis en la expresion anterior, € primeroes  positivo
por las hipdtesis dadas sobre b y ¢, y € segundo es positivo por ladesiguadad de Minc-
Sathre-Alzer, del lema, puestaen laforma:

o<l x+ 80
X G(x) para x° ¢* 1.
Deaqui , lafuncién f monGtona creciente en [C'¥[, y por lo tanto,

0=fc)E (¥,  paa x3c3 1

Por consiguiente, pasando mediante la funcion exponencid inversade
lafuncidn logaritmo, tenemos probado la desigualdad equivdente Sguiente



Qx-c 9b £ qx)
a g GO > 0 y3c3l )
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Similarmente, definimos la funcion g de variable redl con vaoresredes, para
¢’ L como sgue:
glH¥[® A, go-(arnyLicLoyroegLx-1)- (LG - LE(O))

3 €3 1.

La funcion g es continua en d intervao dado e infinitamente derivable en
¥).
(c,

V eamos ahora su monotonia a través de la derivada primeraen (c,
La derivada primera viene dada por la siguiente expreson :

¥).

a@+19+€?_x- 14X €0 G(x) _a+l- c. & G0

g=¢ X 2 € X g G(X) X GX) g

Ahora acotemos g’ (x), en (c, t¥), utilizando para lo, las hipétesis sobre ay
¢, y ladesiguadad de Minc-Sathre-Alzer, en d miembro de laizquierdadel lema
En efecto, llegamos a:

a+1-c+af_x_ G(x)g3 a+1-c+i:2a- 2c+3,

= 0.
gx)= X (X)) g X 2X 2X
3c-§, s 3 i<LX- G(X).
yaque, por hipdtesis, a 2" xce*l 2 G&(X)

De agui, obtenemos que la funcion g es mondtona creciente en €

intervalo definida Como, ademés, 0= g©) £9(®)  paa x*€°1
asc- E

2
Por todo o anterior tenemos demostrada la desigualdad de la derecha propuesta
en nuestro problema. Es decir :



Findmerte, de las desiguddades demodtradas en (2) y (3), llegamos d
resultado propuesto en nuestro problema.

Nuestra desigualdad probada en @ problema anterior, es un caso més
generd de la desigualdad propuesta por mi, en € Problema 11016, publicado en
la American Mathematicad Monthly, Vol.110, N.5, May. 2003, cuando ponemos
c=1

Nota- Ya que la desguadad demostrada en € problema 1, depende de los

pardmetros redes, a, by ¢, un problema abierto interesante aresolver seriae siguiente
¢, Entre qué intervalos deben tomarse a, by ¢, y quétipo de raciones

deben verificarse entre elos, para que las cotas propuestas en nuestro problema sean las

mejores posibles?

El siguiente problema que proponemos y resolveremos cae dentro del
marco de la Geometria Elementa dd tridngulo, y, ha tenido una creacion,
proposicion y resolucion paulatina del mismo .

Problema 2

Sea ABC un triangulo rectangulo en A. Denotamospor D,Ey F a
los puntos de tangencia de su circulo inscrito deincentro |, asuslados BC,
AB Yy AC, respectivamente.
Designamos por J al centro del cuadrado |EAF, y por K,G, y
H , los puntos deinter seccion delarecta DF con las prolongaciones s
son necesariasde el lado AB, larecta DE con € lado AC, y la
recta FE con € lado BC, respectivamente.

Probar que:
a) Lostriangulos JBG y JKC, son ambos rectangulos e isbsceles.
b) LospuntosK, G, yH son colineales.
Demostracion.

a Método Sintético.

Demosgtraremos que los tridngulos JBG, JKC, sonambos  rectdngulos
eisosceles, en d vértice J. Por smetriaen las congtrucciones geométricas  basta que
lo probemos para JBG, sendo € razonamiento

smilar parad segundo.

De otra parte, construimos € punto L, obtenido como la



interseccion de la bisectriz Bl con larecta DE.

Los tridhgulos rectdngulos AGE y LBE son semgjantes. Luego entonces €
angulo B/2 esigud d anguloAGE.Tenemos asi que los dos triangul os rectangulos BEI y
GAE soniguaes, de este modo AG = BE.

De lo anterior consderamos ahora laigualdad de los triangulos GAJy BEJ, y asi
tenemos que BJ=GJ. Y por consiguiente € tridngulo BGJ es isdsceles con lados iguales
BJ=GJ.

Por Ultimo, demosremos que d triangulo JBG es recténgulo en €

vértice, J.

En efecto:
Consideremos & angulo W =< AJG =<gB.
Como sabemos que <AJE=P/2 | entonces:

<GB =(<AE - <AJG) +<Ep = (P/2-W)+w=p/2
Por tanto, € triangulo JBG es rectdngulo eisdscdesen J. g.g.d

b) Méodo Anditico o Geometria con coordenadas .

De lo demostrado en € gpartado @) sabemos que se tienen las Sguientes
igualdades entre las longitudes de los segmentos, EB = AG y AK =FC .Este
hecho nos permitira degir € siguiente Sstema de coordenadas cartesianas :
Tomamos los catetos AB y AC como loeges X eY , respectivamente de
nuestro sistema de referencia cartesiano, donde los vértices dd tridngulo dado,
tienen como coordenadas, A(0,0), B(b,0) y C(c.0), conb distinto de c. Es
decir, que € tridngulo rectangulo dado no esisdsceles.

De otra parte s r esradio dd circulo inscrito d tridngulo dado, tenemos para
los puntos relevantes en @ problema, las siguientes coordenadas :

E(r,0), F(O,r), G(O,r-c) y K(r-b,0), respectivamente.

Determinemos ahora las coordenadas del punto H. Como H es € punto de
interseccion de las rectas BC 'y EF , halemaos en primer lugar las ecuaciones
de cada de estas rectas:

rMEF) : x+ y=0; rBC : bx+cy=bc (D).
El punto H se obtiene por construccion como interseccion de las

rectas r(E,F) y r(B,C), que es equivaente a resolver € sstema
algebraico lined de sus respectivas ecuaciones e incognitas, y obtenemos que :



c(r- b) b(c-r)
H( c-b " c-b " (2.

Calculemos ahoralarecta que pasapor lospuntosGy K, quees:

L+L:1.

GK): r-b r-c (3.
Comprobemos que, los puntos G, K, y H  estan alineados o son
colinedles, sugtituyendo las coordenadas de H , en larecta, r(G,K) . ESto es:

c(r - b) N b(c-r) :c-b:1
(r-b)(c-b) (r-cfc-b) c-b '(4)_

Hemos de concluir de(4), que los puntos G, K y H estan sempre alineados.g.q.d

Nota. En € caso de que d triangulo rectangulo dado ABC seaisdscdes, esto

esb = ¢, € resultado sgue sendo cierto con respecto ala
colineacién de los puntos G, K y H, yaque este Ultimo d ser larecta FE

parddaaBC, H, ese punto dd infinito.
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