PROBLEMAS CUADRATICOS DE OLIMPIADAS
Francisco Bellot Rosado

Presentamos a continuacién una serie de problemas de Olimpiadas con la
caracteristica comin de hacer intervenir en ellos, en mayor o menor medida,
las propiedades del trinomio de segundo grado. Aunque a primera vista podria
parecer que deberfa tratarse de problemas o ejercicios muy sencillos ( todo el
mundo cree saber resolver una ecuacién de segundo grado), el examen de los
ejemplos que presentamos quizd haga variar semejante opinién.

Recordamos las relaciones de Cardano-Vieta para el polinomio de segundo
grado :

Si a, 3 son las rafces (reales o complejas) del polinomio z? + px + ¢, la
identificacién de coeficientes en los dos miembros de

(x—a)(z—B)=2"+pz+q

proporciona las igualdades

—(@+p8) = p
af = q.

El método de completamiento de cuadrado aplicado al polinomio

P(z) = az® + bz + ¢

permite escribirlo en la forma

b\ b
P = J— -
(z) a<w+2a> te- o

de donde se deduce la conocida férmula

. —b+Vb% — dac
o 2a '

La expresién A = b? — 4ac es el discriminante, porque separa las raices : Si
A > 0, P(z) tiene dos raices reales, si A = 0 tiene una raiz real doble; si A < 0,
no tiene raices reales.

Problema 1

Si P(z) = 2% + az + b,Q(x) = 22 + pz + ¢, hallar la condicién para que los
dos polinomios tengan una raiz comun.

Solucién

Si x1, 9 son las raices (reales o complejas) de P, sustituyéndolas en @ y
calculando Q(x1) - Q (z2) , obtenemos

Q(z1)-Q (z2) = 2iz3+¢ (mf + m%) +pz122 (21 + T2) +p 2122 +pq (21 + T2) +¢°



De las relaciones de Cardano-Vieta para P resulta que

T +T2 = —a
1o = b
2+ x% = (z1+ .732)2 — 23119 = a® — 2b

asf que sustituyendo en la expresién anterior resultara

Qz1) - Q(x2) = (¢ —b)* + (p — a) (bp — aq),

y como, evidentemente, la condicién para que una de las raices de P sea
también raiz de @ es Q(z1)-Q (z2) = 0, resulta la condicién necesaria y suficiente
buscada escrita como

(g —b)> + (p—a) (bp — aq) = 0.

Problema 2

Sea f(z) = a®z? — (b2 — 2ac) z + 2, con a,b,c € QY. Probar que si existe
n € N tal que f(n) =0, entonces n es cuadrado perfecto.

(Cr.Mortici, Gazeta Matematica 1987, Rumania)

Solucién

Las raices de la ecuacién son

b2 — 2ac + bV/b2 — dac
2a2 ’

para que alguna de ellas sea entera, debe existir k entero tal que b*>—4ac = k2.
Entonces se tiene

2 12

b — k% = dac, = 2ac

asi que sustituyendo en la expresion para las raices de la ecuacion se obtiene

b2 — B 4+E2+20k  [(btk dead
= = ue es un cuadrado.
2a? 4a? 2a 4
Problema 3
Sea a un ntmero real dado. Calcular los nimeros reales z1,-- - ,z, que son

soluciones del sistema

x1+a:c1+( 1)2=$2
12
23+ azy + (%57) =3

72y + v, 1+(a2;)2:xn
xn—l—axn (%)

[\)



(Torneo de las Ciudades)
Solucién
Sumando miembro a miembro todas las ecuaciones :

2
a—1
(m?+x§+~--+xi)+(a—1)(m1+~-~+xn)—|—n( 5 > =0

y el primer miembro se escribe como

2 2
a—1 a—1
x%—&—(a—l)xl—i—() +-~-+$i+(a—1)xn—|—< > =0,

2 2
Y (e ) o
T 2 Ln 2 — Y

luego todos los paréntesis deben ser nulos y asi se obtiene

es decir

o _ _1-a
TL= X === —
Inmediatamente se comprueba por sustitucién directa que esta solucién ver-
ifica las ecuaciones iniciales del sistema.
Problema 4
Sea f(x) un polinomio con coeficientes reales tal que f(z) > 0 para todo x
real. Demostrar que f (z) puede escribirse en la forma

f(@) = (91 ()" + (92 ()" + -+ + (9n (2)),
donde los g; son polinomios con coeficientes reales.
(Propuesto por Hungria, no usado, IMO 1973)
Solucién (de M* Ascension Lépez Chamorro)
f tiene que ser de grado par y tendrd un minimo absoluto mayor o igual que
0; ademsds el coeficiente principal y el término independiente son positivos.
Si f es de segundo grado,

, b\’ AN
r)=azx"+br+c= ax + —— | + c— —
f(@) (\[ 2v/a ) da
y esa descomposicién responde a las condiciones del problema (en este caso,
g2 es un polinomio constante).
Procedemos a continuacién por induccién sobre el grado del polinomio f :supongamos
la proposicién cierta para cualquier polinomio de grado 2 (n — 1) ; sea gr(f) = 2n
y B = f(a) > 0 el minimo del polinomio f. Entonces

k
f@) =B =(x =) fonry (@) = (@ = )* Y (g1 ())°

h=1



asi que en este caso se tiene

k

fa) = 3 (@~ ) gu @) + (VB)

h=1

y hemos terminado la fase inductiva, lo que prueba la proposicion.
Problema 5
Sean a,b € Z . Resolver (jnuméricamente!) la ecuacién

(az —b)* + (bz —a)® = z,

sabiendo que admite una raiz entera.

(M. Becheanu, Gazeta Matematicd, Rumania)

Comentario

Este es, en mi opinién, ”el més bello problema sobre la ecuacién de segundo
grado jamds propuesto”; la solucién es del proponente del problema, Mircea
Becheanu, Jefe de la Delegacién Rumana en la IMO.

Solucién

Si a =b=0, la ecuacién es de primer grado, con solucién tnica z = 0.

Supongamos a # 0 6 b # 0. La ecuacion es

(a® + %) 2® — (4ab+ 1)z +a® + b* = 0,
de segundo grado, con raices x1,x2 , siendo z; € Z . Como
z1 = (az1 — b)* + (bay — a)?,

deducimos que x7 es, ademads de entero, positivo. Como las raices son reales,
el discriminante de la ecuacion serd mayor o igual que cero:

(ab+1)" =4 (a* +°) > 0= [1-2(a— )| [1+2(a—1)’| >0

y esto exige que 1 — 2 (a —b)*> > 0. Puesto que (a — b)* es natural, resulta
necesariamente (a — b)* = 0, es decir, a = b.
Con esto, la ecuacion se convierte en

20 — (4a* + 1)z +2a*> =0 (*¥)

y, segin las férmulas de Cardano-Vieta, se tiene

1
T1+x2=2+— T1x9 = 1.

2a?’
Observamos que, al ser 1 € N | 21 = 0 no puede ser raiz de (**), ni tampoco
x1 = 1 puede serlo. Por lo tanto, 1 > 2. Ya que x5 = 1—11 > 0, entonces

T < T1+ T =24 ﬁ < 3. Por lo tanto 2 < x7 < 3 con x; entero implica
1= 2,09 = % Sustituyendo los valores resulta a® = 1, asf que a € {—1,1}.
La tnica posibilidad, entonces, es a = b = +1, con raices 2, %



Problema 6

Hallar una condicién necesaria y suficiente para que la ecuacién az?+bx+c =
0,a # 0, tenga una de sus raices igual al cuadrado de la otra.

(Cruz Mathematicorum 1973, Canadd)

Solucién

Sean r y 72 las raices; entonces

Puesto que se verifica

(r2+7°)3 :7°3(r—|—1)3 =7 (r3+3(r2+r) +1)
se tiene la condicién necesaria
\° ¢ /c b 3
——)] ==(-=-3-41]) <=V 4ca(c+a)=3abec (¥).
a a\a a

Esta condicién es suficiente, porque si (*) se cumple, y llamamos R, r a las
raices, sustituyendo —g = R+, = Rr, en la primera de las dos expresiones
(*) se obtiene

(R+7)>=Rr[Rr+3(R+7)+1] <= (R*—r) (R—1r?) =0,

lo que prueba que una de las raices es el cuadrado de la otra.
Problema 7
Resolver la ecuacién

222
=z
z2+1 ’
siendo [] la parte entera.
(Gazeta Matematica, Rumania, 1990)

Solucién
222 222
Como 27 20, —IQH} es natural, luego x es natural.

Aplicamos la desigualdad de las medias arménica y geométrica a los nimeros
positivos 1 y 22 : se tendrs

2 222
- <Vl-2?=z— T _<a (1).
1+ % z?2 41

x

Por otra parte, como

222 < 222
x24+1| — 2241’

resulta segin el enunciado



asi que sera

222
o241

de donde z =06z =1.

Problema 8

Sean a,b € N* y la ecuacién (z —a)® + (z — b)* = 2ab — 1.

Demostrar que :

i) la ecuacién no tiene raices racionales.

ii) Si b = a+ 1, entonces la ecuacién tiene raices reales, y en este caso hallar
la parte entera de las raices de la ecuacién.

(Gazeta Matematici, Rumania)

Solucién

i)La ecuacién se puede escribir como

202 = 2(a+b)z+ (a—b)*>+1=0.

La siguientes condiciones son equivalentes:

x1,Ty € Q<:>§:4[(a+b)272(afb)2—2 =k keZ
— (a+b*—-2(a—b’-2=0121€cZ

Sean p = a+b,q = a—b. Como py ¢ son de la misma paradad, distinguiremos
dos casos:
1) p=2u,q=2v, con u,v € Z. Entonces

(a+b)°—2(a—b)*—2=4u*—8v° —2.

Puesto que 2 divide a 4u? —8v2 — 2, pero 4 no, es imposible que 4u? — 8v? —2
sea un cuadrado perfecto.
2) p=2u+1,g=2v+ 1. En este caso,

(a+b)°—2(a—b>—2=4u(u+1)—8v(v+1)—3=8t+5,t € Z

Como el resto de la divisién por 8 de un cuadrado perfecto puede ser 0,1 6
4, tampoco en este caso A es un cuadrado perfecto.

Por lo tanto, las raices de la ecuacién no son racionales.

ii) Si b = a+ 1, la ecuacién es 2 — (2a + 1) x + 1 = 0, cuyo discriminante
es 4a® + 4a — 3. Como a € N*, A > 5, asi que las raices son reales y distintas :
21 < T9. Sea la funcién

f(z)=2*-(2a+1)z+1, R

Setiene: f(0)=1>0; f(1) =1—2a < 0; f(2a) =1-2a <0, f(2a+1) > 0.
Resulta asi



0<ri<1l<2Za<x9<2a+1

y [z1] = 0, [x2] = 2a.

Problema 9

Demostrar que n* + 4 nunca es primo si n > 1 (Sophie Germain)
Generalizacién : 4" 4+ n* no es primo si n > 1.

(Olimpiada de Brasil)

Solucién

Se tiene

n4—|—4:n4+4n2+4—4n2=(n2+2)2—4n2:(n2+2—2n) (n2+2—|—2n)

Es claro que el tdltimo factor es mayor que 1. En cuanto al otro,

n?+2—2n = (n—1)°+1 es igualmente mayor que 1 si n # 1.

Generalizacion :

Si n es par, es obvio que 4™ + n?* es par y mayor que 2, luego no es primo.

Estudiaremos el caso impar utilizando la identidad (llamada de Sophie Ger-
main)

zt y4 = (x2 +y2 + \/ﬁwy) (:c2 + y2 — ﬁmy) .

. 4 s
Entonces, si n = 2k + 1, 4" = 42k+1 = (\/5 2’“) , asi que podemos escribir

4
4" 4 pt = (\/52’“) +nt= (2" +n® + 2" on) (27 4 n? - 28 )

Comprobemos finalmente que el menor de los dos factores anteriores no es
igual a 1:

o 42 — 2kl = 92k 1 4 (9 +1)% — 2K (2 + 1) =

—2.2%6 _2.92%6 (2 4+ 1) + (2k+ 1)* = [28 — (2k+1)]° + 22% > 5 pues
k> 0.

Problema 10

Hallar los nimeros reales positivos z, y sabiendo que las cuatro medias

T+y 2zy 2 412
@= 5 9=y b= k= 2
son nuimeros naturales cuya suma vale 66.
(Olimpiada de la Reptblica Checa, 1995)
Solucién
Ya que 66 no es divisible por 4, no puede ser a = g = h = k, en consecuencia,
por la desigualdad de las medias, sera

h<g<a<k.

Sea ¢ el maximo comin divisor de a y g.Entonces



a=-cay, g=cg1 donde g3 < a; son primos entre si.

2 z 2 . . . .
Ya que h = & = %7 el nimero ¢ debe ser divisible por ai, es decir

¢ = da; para algin ndimero natural d. Las cuatro medias se pueden ahora
expresar mediante d, a1, g :

h=dgi, g=daig, a=da3, k=+/2a%—g?=day\/2a}— g3.

Ya que la raiz cuadrada de un nimero natural es natural o irracional, el
niimero \/2a3? — g2 debe ser natural (que es ademds mayor que aj, porque g; <
a1. De aqui que el tercer y cuarto sumandos de la igualdad

dg? + daygy + da? + dayy/2a% — g2 =66 (*)

son los dos mayores que a%( va que d > 1). De aqui se sigue que Qa% < 66,
es decir, a; < 5. Se comprueba fdcilmente que de las diez raices cuadradas

\/2(1%—9%, 1<g1<a1 <5

la tinica que es entera es v/2-52 — 12, con a1 = 5,g; = 1.
Sustituyendo en (*) se obtiene d = 1, lo que da (h,g,a,k) = (1,5,25,35).
Los nimeros z,y son las soluciones de la ecuacién
t? — 50t +25 =0,

es decir

(a,y} = {25 +10v6,25 — 1()\/6} .
Problema 11
Sea m un ndmero real, tal que las raices x1 y o de la ecuacion
f@)y=2>+(m-2)z+m*-3m+3=0

son reales.
a) Hallar todos los valores de m para los cuales z? + 23 = 6.
b) Probar que

2 2
mxy mxs 121
1< < —
1-— X + 1-— ) +t8= 9
(Olimpiada de Bulgaria, 1995)

Solucién
a) Ya que la ecuacion tiene dos raices reales, su discriminante

(m—2)2—4=(m2—3171—1—3):—3m2—|—4|:m—|—4:207



luego —% <m<2.
Por otra parte,

6 =22 422 = (21 4 22)° — 22135 = —m? — 2m + 10.

De aqui se obtiene m = —1 ++/5, pero

2
—1—\/5<—§<—1+\/5<2,

y por lo tanto s6lo m = —1 4+ /5 es solucién del problema.
b) Se tiene
ma? mz3  om [z} (1 —xa) + 23 (1 —x1)]
l—21 1l—x9 f(1)
. 2?2 + 23 — 2122 (T1 + T2)
N m—2
. m® —8m? +13m — 2
N m—2
= m?—6m+ 1.

Entonces, si llamamos

2 2
mx mx
F 1 2

= 8
].—(El 1—1’2+ ’

resulta F = (m — 3)°, y entonces

:<—§—3>2EF>(2—3)2:1.

Problema 12

Se considera la funcién cuadrética f(z) = —z2 + 4px — p + 1. Sea S el drea
del tridngulo del que dos vértices son los puntos de interseccién de f(z) con el
eje de abscisas,mientras que el tercer vértice es el vértice de la pardbola. Hallar
todos los racionales p tales que S es entero.

(Olimpiada de Bulgaria 1995)

Solucién

El discriminante de f(z) es D = 4 (4p?> — p+1) > 0 para todo p real. En
consecuencia f(z) tiene dos raices reales x1 y 2, y la pardbola corta al eje x en
dos puntos distintos, A y B. El vértice C de la pardbola tiene coordenadas 2p y
h = f(2p) = 4p*> —p+1 > 0. Se tiene

AB:|x1—x2|:\/(xl—x2)2=\/(x1+:c2)2—4m1x2:2 4p?2 —p+1

Ahora calculamos



AB - h
2

Llamemos q = 4p* —p+1. Ya que q es racional, y ¢> = S? es entero, entonces

2
% es racional, y como su cuadrado (%) =gq es

2

3/2

S =Sapc = = (4p° —p+1)

q es entero también.Entonces

entero, entonces % es igualmente entero. Por lo tanto ¢ = n

positivo :

, siendo n un entero

4p> —p+1—n?=0.

Esta ecuacién cuadrética (respecto de p) tiene una raiz racional exactamente
cuando su discriminante 16n? — 15 es el cuadrado de un niimero racional. Por lo
tanto 16n2 — 15 = m?2, y no hay pérdida de la generalidad en suponer m entero
positivo. De la igualdad

(4n —m) (dn+m) =15

obtenemos

dn—m=1 o bien dn—m=3
4dn +m =15 n+m=>5

Deaquiquen=2,m=7obienn=1,m=1.

Los nimeros racionales que estamos buscando son 0, 1

Problema 13

(Para qué funciones cuadraticas f(z)existe una funcién cuadrética g(z) tal
que las raices de la ecuacién g(f(x)) = 0 son cuatro términos consecutivos
(distintos) de una progresién aritmética y al mismo tiempo son también raices
de la ecuacién f(z) - g(x) = 0?7

(Olimpiada de Chequia 2000)

Solucién

Se sigue de las hipétesis que cada una de las ecuaciones f(z) =0, g(z) =0
tiene dos raices reales, y esas 4 raices son distintas. Llamemos = y =2 a las raices
de f(x) = 0. Entonces f(x) = a(x — z1) (x — z2), donde a es un nimero real,
a # 0. Por hipétesis, z1 es también raiz de g(f(z)), luego g(f(x1)) = ¢g(0) = 0.
Por lo tanto, g(x) = 0 admite la raiz 0; sea b la otra raiz de esta ecuacién : se
tendrd g(z) = cx (x — b),c # 0.

Los nimeros 0 y b son también raices de g(f(z)) =0:

1

3
s 40 4

g(f(0)) = ¢f(0)(f(0)—b)=0
g(f(b)) = cf(b)(f(b)—b)=0.

Como los nimeros 0 y b no pueden ser raices de f, se sigue de ello que

f(0) = f(b) =0D.
Asi, sobre el eje real, los dos puntos 0 y b, asi como los puntos z1 y o
son simétricos con respecto a la primera coordenada del vértice de la pardbola

10



y = f(z). Los nimeros 0,b, z1 y 22 (que forman una progresién aritmética por

hipétesis) pueden ser ordenados de dos maneras:
- Los nimeros x1 y 2 son interiores al intervalo [0, b]. Entonces, (con una

eleccion apropiada de los subindices), z1 = b/3, 2 = 2b/3, luego
9

b 2b 2ab?
o0 =a () (-2) <2 e

- Los nimeros 0 y b son interiores al intervalo [z1, z3]. Entonces (eligiendo

apropiadamente los subindices), 1 = —b, zo = 2b, de donde
1
b= f(0) =ab(—2b) = —2ab*> = b= ~5
a

f(as):a(a:—;a> (x—&—i):axQ—i—;x—;a.

11
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