POLINOMIOS SIMETRICOS
Carlos A. Gomes, UFRN, Natal/RN.

* Nivel Intermediario

Uma ferramenta bastante util na resolucéo de problemas algébricos de fatoracdo, na
resolugdo de sistemas de equacdes néo lineares, na resolucdo de algumas equacdes
irracionais sdo as funcfes polinomiais simétricas, que apesar de seu grande poder
algébrico séo pouco divulgadas entre os nossos alunos. A finalidade deste breve artigo é
exibir de modo sucinto como estas ferramentas podem ser Uteis na resolugdo de alguns
problemas olimpicos.
[.Polinbmios Simétricos

Um polinbmio f, a duas variaveis X, y, € dito simétrico quando f (x, y) = f (y, x) para
todos os valores x, Y.

Exemplos:

a) ocp=X+ye o, =x.Y, sdo evidentemente polinbmios simétricos (chamados
polindmios simétricos elementares).

b) Os polindmios da forma S, = x" + y", com n € N também s&o simétricos. Um fato
importante a ser observado € que um polindmio simétrico f (x, y) pode ser
representado como um polinémio em funcdo de o e o,. Vejamos:

SeS,=x"+y", neN, (n> 2),entdo:
Sh=xX"+y"=(x+y) (X" +y"™) —xy (X"F+y"™®) = 61.S1—62.S02(n 2 2)
Mas,

So=x0+y’=1+1=2
Si=x'+yl=x+y=o0,

Assim temos que:

80:2

S]_: C1

82: 61.81—62.502 c1. 61—02.2: 012—262
S3=061.S,— 0,25, = 01(012—262)— 6,.61=6,"-30G4. G,

E dai usando a lei de recorréncia S, = 61 Sp1 — 62 Sp2 (n = 2) podemos determinar
Sn em funcdo de o, e o, para qualquer nimero natural n.

Agora para garantirmos a afirmacado anterior que todo polinémio simétrico f (x, y) pode
ser representado como um polindmio em o1 € o, observemos o seguinte fato:

Num polinémio simétrico f (x, y) para os termos da forma a . x* . y* n&o temos
nenhum problema pois a . x“ . y*=a (x . y)* = a. ,*. Agora com os termos da forma



b.x'.yX com i < k devemos observar o seguinte fato: Como, por hipotese, f (x, y) €
simétrico se b . x' . y¥, com i < k estiver presente em f (x, y) temos que b . x* . y' também
deve estar presente em f (X, y), visto que deve ser satisfeita a condicéo f (x, y) = f (y, X).
Assim se agruparmos os termos b . x' . y*+ b . x“.y' (i < k) temos que:
b.x'.y¥+b.x.y =b . x .y x*"+y*)=b. 6,'. S,

mas como ja mostramos anteriormente S,; pode ser escrito como um polinbmio em o1 e
o2, poisk—i e N, visto quei<k.

II.LExemplos Resolvidos
01.(Funcgdes simétricas elementares a 3 variaveis)
Definido:
c1=Xty+z
Go=XYy +XZ+yz
G3=X.Y.Z
S,=x"+y"+2z" comne N.(n>2)
Mostre que:
a)Sh=061.501—062.S12+03.S,3(n>3,comne N)
b) ng 013—36162"‘3(53
Resolucéo:
Observe inicialmente que:
Xn + yn + Zn — (X + y + Z) (Xn»l + yn—l + Zn-l) _ (xy + X7 + yz) (Xn—2 + yn-2 + Zn—2) + XyZ (Xn-3 + yn-3 + Zn-S)
e dai temos que:
Sh=061.501—02.S5p0+ C3. Sn.3 (n > 3,comne N)
Agora temos que:
So=x"+y’+2°=1+1+1=3
Si=x+ty+z=o0,
S, =X +y+ 2= (x+y+2)-2(xy+xz+yz)= 6.°— 20,

Agora fazendo n = 3 temos na lei de recorréncia Sp = 61.Sp1— 62.Sp2+ 63. Sps3
temos que:

2
S;3=061.S,—06,.5+ 63.80261(61 —202)—62. c1+063.3
S;= 013—361. c,+303



02.
a) Fatore x°® +y®+ z° — 3xyz

Resolucéo:

Essa velha e manjada questdo continua ainda hoje pegando alguns bons
professores e alunos. A sua solugéo pelos métodos tradicionais envolve uma boa dose de
atencao e de paciéncia para aplicar velhos “truques” de fatoracdo, por outro lado ela é
imediata usando os polinbmios simétricos. Vejamos:

XX+y+72°—3xyz=S;-3. 03

Mas de acordo com a questdo anterior Sz = 6:° - 36,0, + 365 e dai temos que
83—3G3= (513—30102. Assim:

x*+y*+z2° —3xyz=S;-303=
2013—36162:
=61(01°-30,) =
=[(x +y +2)* = 3 (xy + Xz +yz)]
=(x+y+2) (¢ +y* ++ 27 =Xy — X2 — yz)

Obs. (para os mais curiosos): Na RPM 41, pag.38 existe uma bela resolucdo desse
problema usando um determinante.

b) Usando a fatoracdo obtida em (a), verifigue a famosa desigualdade das médias

o - . a+b+c .
aritmética e geométrica. Se a, b, ¢ € R, entdo Yabc < T e a igualdade ocorre, se,

e somente se,a=b =c.
De fato, em (a) verificamos que
Xy + 28 -3xyz = (x+y +27) (C+ Y+ 22 =Xy — X2 - y2).
Vamos mostrar inicialmente que se X, Y, Z S0 nUmeros reais positivos entao:

(X+y+2).(C+y* +22—xy-xy—-yz) = 0
De fato,

X+ Y2+ 22Xy —XZ+yz = %(2x2+2y2+222—2xy—2xz—22y)

= %(xz-2xy+y2+x2—2xz+22+y2—2yz+22)
= % [(x-y)? + (x-2)? + (y-z)?] > O (Soma de quadrados)
Ora, como estamos supondo X, Yy, z reais positivos temos que x +y + z > 0 e dai
(x+y+2)(x*+y*+2°—xy —xz —yz) > 0 (pois é o produto de fatores > 0). Assim temos
que:
XC+y+ 2 —3xyz=(x+y+2) (C+y +22—xy—xz—-yz) > 0
e dai



x3+y3+273

Axyz < XC+y P+ 2= xyz < 3

fazendo x* = a, y® = b e Z* = ¢ temos que:
%%%<a+b+c
Abe < =———
e dai

3ﬂlabc Sa+—g+c

Com a igualdade ocorrendo se e somente se a = b = ¢, pois em (x +y + z).(* + y* + z° —
Xy — Xz —yz) > 0 a igualdade ocorre apenas quando x =y = z, visto que X +y + z > 0,
uma vez que X, Y, z S0 nimeros reais positivos e além disso,

(X*+y*+2°—xy—xz-yz) = %[(X-y)2+(X—Z)2+(y—2)2]=0 & X=y=z

:03. Fatore (x +y + 2)* — (3 + y* + 2°)

Resolucgéo:

(x+y+2)’ = (X +y’+2)=06.°-S;

Mas, no exemplo anterior vimos que S; = 6,* - 30,0, + 303 e dai

x+y+2°-0C+y*+72)=0,"- (0. -30610,+303)
=3.(c1062— 03)
=3. [(x+y +2) (xy + Xz + yz) — xyz]
= 3.(x%y + X?z+ Xyz+ Xy* + Xyz+ Y’z + Xyz+ XzZ2 + yz° — Xyz)
=3. [xy(x+y)+xz(x+y)+yz(y+2z)+xz(y+2)]
=3. [(X +y)xy +x2) + (y + 2)(yz + x2)]
=3. [(x+y). x(y+2)+(y+2).z(x+y)]
=3. (x+Y)y +2)(x + 2)

04. Se x; e X, S80 as raizes da equagéo x* — 6x + 1 = 0 determine o valor de x;° + X5,
Resolucéo:

Fazendo S, = x;" + x,", n € N, queremos determinar Ss = X;° + X,°

Temos que:

C1=X1+X2=6

co=X1.X2=1
So:X10+X2021+1:2
S1=X1+X%X =6
Sh=01.Sn1—062.Sh2=6 Sp1— Sn2



e dai
S,=6.5,-5,=6.6-2=34
S3=6.5,-5,=6.34-6=198
S,=6.5;-5,=6.198-34=1.154

85:6 . S4—S3=6 .1.154 - 198 = 6.726
Assim x;° + X,° = 6.726

04. Determine todas as solucdes reais do sistema
X+y+z=1
X2 +y + 28 +xyz=x*+y*+2* +1

De acordo com o sistema acima temos que:
{ o1= 1,ondeSn =x"+y"+z",neN
Mas, S;= 6,°— 30,01 +303eS,= 06,"—40.°0,+20,° + 4o,1. o3 (verifique isto!)
e dai
S3+063=S,+1= 6,°-30616,+303+063=06,"—406,°6,+26,°+45,055+1
Como o; = 1temos que:
1-3c,+463=1-406,+26,°2+463+1=26,"—6,+1=0
Como, A=(-1)>-4.2.1=-7<0, concluimos que existem raizes reais.

Uma outra aplicacdo interessante dos polinbmios simétricos pode ser encontrada na
resolugcdo de algumas equacgdes irracionais. Vejamos:

05.Determine todas as raizes reais da equacao abaixo:
Y272-x+4x =6

Resolucéo:
Fazendo *vx =y e*\272—x = z temos que

+2=6
x=y'e272-x=2z"'> 4y .
y'+2z2" =272

e agora lembrandoque: 6;=y+ze c,=y.zeS,=y"+z", comn e N
6, =6 6, =6
= 4 2 2
S, =272 6, —40, .06, +2c," =272

Logo, 6°—4.6% 6,+206,°=272 = 6,°-726,+512=0 = 6,=640UG,=8

y+z=6 ~ . ~ .
= N&o existem solugdes reais.

Assim, se 6, =64 = {



y+z=6
Por outro lado, se 6,=8 = 8 —S>y=2ez=4o0uz=2ey=4
y.zZ=
Assim concluimos que:
y=2=x=16
y=4=x=256

Logo as raizes reais da equacao séo 16 e 256.
lll. Problemas:

01. Se «a, Bey sdo as raizes da equagio x° + 3x* — 7x + 1 = 0. Determine o valor de

Ota+|33 +y3+ (14+B4+y4

X+y=a
02.Mostre que se o sistema {x? +y? = b tem solucéo, entdo a*—3ab +2c = 0
x*+y®=c

03. X, y, z sd0 numeros reais tais que X +y + z = 5 e yz + zx + xy = 3. Verifigue que

—13232.
3

04. Se x +y + z =0, verifique que, paran =0, 1, 2, ... vale a relagao:

n+1 n+1 n+l)

Xn+3 + yn+3 + Zn+3 - XyZ (Xn + yn + Zn) + %(XZ + y2 + ZZ)(X + y +7

05. Determine as raizes reais da equacdo /33 —x + 3x =3.

06. Verifique que:
X+y+2°—(y+zx°-(x+z-y)’—(x+y—2)°=24xyz.
07. Dados a, b e ¢ nimeros reais positivos tais que log, b +log, ¢ +log, a = 0,determine o
valor de (log, b)’ + (log, ¢)’ + (log, a)’.
08. Se o, B e y sdo numeros complexos tais que a+B+y=1, o> +p*+y* =3 e

o’ +B° +y° =7, determine o valor de o?* +p* + y2*.
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