
Problema 142, propuesto por Jose Luis Dı́az Barrero, Barcelona,
España.

Solución de Francisco Javier Garćıa Capitán.
Sean a, b, c tres números positivos distintos de suma 1. Demostrar que

(a + bc)bc

(a − b)(a− c)
+

(b + ca)ca

(b − a)(b − c)
+

(c + ab)ab

(c − a)(c − b)
<

1

3
.

En primer lugar, hacemos

∑

ćıclica

(a + bc)bc

(a − b)(a − c)
=

∑

ćıclica

(a + bc)bc(c− b)

(a − b)(b− c)(c − a)
=

∑
ćıclica

(a + bc)bc(c − b)

(a− b)(b − c)(c − a)
.

∑

ćıclica

bc(a + bc)(c− b)

=
∑

ćıclica

abc(c − b) +
∑

ćıclica

b2c2(c − b)

=abc
∑

ćıclica

(c − b)

︸ ︷︷ ︸
=0

+
(
b2c3 − b3c2 + c2a3 − c3a2 + a2b3 − a3b2

)
.

La expresión λ = b2c3 − b3c2 + c2a3 − c3a2 + a2b3 − a3b2 se anula cuando
alguna de las variables a, b, c son iguales, por lo que (a − b)(b − c)(c − a) =
ca2 − ba2 + ab2 − cb2 + bc2 − ac2 debe dividir a λ. Mediante una división
comprobamos que λ = (a− b)(b − c)(c − a)(bc + ca + ab) y por tanto

∑

ćıclica

(a + bc)bc

(a − b)(a− c)
= bc + ca + ab.

Ahora, teniendo en cuenta la identidad

(1 − a)(1 − b)(1 − c) = 1 − (a + b + c) + (bc + ca + ab)− abc,

resulta que, usando la desigualdad 3
√

xyz ≤ x+y+z
3

(desigualdad entre las
medias aritmética y geométrica)

bc + ca + ab =(1 − a)(1 − b)(1 − c) + ((a + b + c) − 1) + abc

6
(

3 − (a + b + c)

3

)3

+ 0 +

(
a + b + c

3

)3

=
8

27
+

1

27
=

1

3
,

cumpliéndose la igualdad si y solo si a = b = c = 1
3
.
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