Problema 143: sea ¢ > 0 un numero natural. Calcular
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donde v es la constante de Fuler-Mascheroni.

Solucion: sumemos los términos 2k — 1y 2k. Asi,
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De esta manera, la suma propuesta, si la llamamos .S, puede escribirse como
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Para ver cuanto vale esta suma, veremos primero como expresar una suma
parcial S, de los primeros n términos e intentaremos después calcular el
limite para n — oo. Asi,
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Recordemos en este punto que la constante de Euler-Mascheroni se define
como
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Asi, sumando y restando %lnn a S, obtenemos
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Vemos claramente que el primer sumando de esta nueva expresion tiende a
3, luego el problema se reduce a calcular
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Ahora intentaremos expresar este producto en una forma mas cerrada para n.
Si lo observamos, notemos que multiplicando y dividiendo por el numerador
obtenemos, mediante algunas manipulaciones, expresiones que sélo dependen
de factoriales:
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Si ahora volvemos al limite que teniamos, usando las propiedades del loga-
ritmo tenemos
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Esto ultimo podemos hacerlo porque el primer sumando no depende de n,
luego puede salir fuera del limite. Ahora, observemos que en la expresion que
nos ha quedado tenemos varios factoriales, una exponencial y un factor y/n.
Esto nos motiva a usar la férmula de Stirling para los factoriales. Recordemos
que esta férmula nos dice que si z es entero y suficientemente grande entonces
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donde I' representa la funcion gamma de Euler. Por claridad en la exposicion,
tendremos en cuenta tan solo el cociente para el calculo, de manera que
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Ahora, multiplicamos y dividimos por 2% y reunimos convenientemente los
términos, de forma que cada uno de los limites sea facil de resolver, y obte-
nemos:

. < 2n + 20 )2’”” 2 (n + £)\/n
22 n=oo \ 2n + 20 + 1 (2n 420+ 1)y/27(2n + 20 + 1)

2



1

Es ahora trivial ver que la primera fraccion tiende a ¢ y la segunda a \/77?,

por lo cual el cociente entero tiende a 2212% Volviendo atras,
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Y por fin para acabar,
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