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Algunas técnicas de resolucion de ecuaciones
funcionales en problemas de Olimpiada (II):

Funciones enteras de variable entera

En esta leccion de preparacion olimpica se pretende presentar e ilustrar con
ejemplos algunas de las técnicas basicas de resolucion de ecuaciones funcionales, o de
técnicas para utilizar en problemas de Olimpiada en los que una ecuacion funcional
juega un papel clave. En esta segunda entrega, consideramos el caso de funciones de
variable entera que toman valores enteros, después de haber estudiado en la primera el

caso de funciones reales de variable real.

1.- Técnicas comunes a las funciones reales de variable real

Las funciones enteras de variable entera suelen tener rasgos particulares que las
distinguen de las funciones reales de variable real, en el sentido de que algunas técnicas
que se usan en las segundas no sirven para las primeras, o de que las primeras pueden
disponer de técnicas especificas que no tienen sentido en las segundas. Sin embargo,
las técnicas utilizadas en la resolucion de ecuaciones funcionales sobre funciones reales
de variable real también pueden ser muy utiles en el caso de funciones enteras de
variable entera; si bien no siempre nos van a proporcionar la solucion, si pueden
simplificar mucho la ecuacion a tratar, o por lo menos ofrecer resultados que nos
permitan caracterizar o realizar hipotesis sobre la funcion solucion buscada.

Comenzamos pues esta segunda parte de la leccion de preparacion olimpica
presentando algunos casos de resoluciéon de ecuaciones funcionales con funciones
objetivo enteras de variable entera, en los cudles las técnicas presentadas para las
funciones reales de variable real, bien llevan directamente a la solucion, bien permiten
simplificar el problema hasta el punto de hacerlo “casi trivial”. Asi, el problema 6 de la
XXXVI Olimpiada Matematica Espafiola (2000) se puede resolver utilizando

sustituciones:
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Demuestra que no existe ninguna funcion £:N—N que cumpla f{f(n))=n+1.

Asumimos que N={1,2,3,...} (la demostracién seria andloga si incluimos el 0 en el
conjunto de los naturales), y suponemos que existe una tal funcion. Sustituyendo n por
f(m) para cualquier m natural, dependiendo de si lo tomamos como la funcion aplicada a

A(f(m)), o como la funcion aplicada dos veces a f(m), tenemos
f(m+1)= 1 (f(f (m)))= £ (m)+1.
Se puede entonces demostrar facilmente por induccidon que
f(n+1)=7(1)+n.
El resultado es trivialmente cierto para n=1 (nos basta hacer m=1 en la ecuacion

hallada), y si es cierto para n—1, entonces

f(n+1)=f(n)+1=f((n=1)+1)+1=n-1+ f(1)+1=n+ f(1).

n+l=f(f(n))=f(n)-1+f()=n-1+ f(1)=1+ f (1) =n-2+271(1).
Luego f(1)=3/2, que es absurdo porque f{(1) debe ser natural. Luego no existe ninguna

funcion con la propiedad pedida.

El problema 3 de la XL Olimpiada Matematica Espaiola (2004) se puede
resolver también utilizando técnicas conocidas para las funciones reales de variable real.
Se presenta una solucién que utiliza fundamentalmente sustituciones de los valores de

las variables, inyectividad y suprayectividad:

Se representa por Z el conjunto de todos los enteros. Hallar todas las funciones

[f:Z—Z tales que para cualesquiera x, y enteros se verifica:

SOAfY)=fx)-y-

Haciendo x=0, se tiene que, para todo entero y,

1(f(»)=7(0)-».
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De esta relacion se deduce inmediatamente que f'es inyectiva (pues si f{x)=f(y), entonces

A0)—x=£(0)-y, luego x=y), y ademas que f es suprayectiva (nos basta tomar, para

cualquier entero z, y=f(0)—z en la relacion hallada para comprobar que f{f{0)—z) tiene por

imagen z). Por lo tanto, existe un unico A tal que f{1)=0, con lo que haciendo y=A en la

ecuacion original, se tiene que f{x)=f(x)—-A, con lo que queda probado que 4=0, y f{0)=0,

siendo ademas f{f(y))=—y. Ahora bien, haciendo x=f(—y) en el enunciado, se tiene que

0=y-y=/(f(-2)-ry=1(S(-y)+f(¥)),
que por inyectividad nos lleva a que f{—y)+A(y)=0, es decir, f{—y)=—f(y) para todo entero
v. Procedemos ahora por induccion para demostrar que, para todo entero no negativo n,
f(x+nf(y)) :f(x)—ny.
La relacion es trivialmente cierta para n=0, y esta dada en el enunciado para n=1. Si se
cumple para n=m—1, entonces se cumple para m:
S ermf ()= f(x+(m=1)f(3)+ f (»)) = f(x+(m=1) F ()= ¥

zf(x)—(m—l)y—y:f(x)—my.

Luego se cumple para todo entero no negativo. En particular, si x toma un valor entero

positivo cualquiera m, entonces haciendo n=m en la relacion demostrada,
f(mmf (v))=f(m(1+ 1 ())) = (m)=my.
Ahora bien, por la suprayectividad de f, existe un entero p tal que f{p)=—1, con lo que
Ozf(O):f(m(1+f(p))):f(m)—mp; f(m)=mp.
Notese que esta relacion es valida para todo m no negativo, pero si m es negativo,
entonces —m es positivo, con lo que f(m)=f(—(—m))=—f—m)=mp, y la relacion también se
cumple. Se tiene entonces que, para todo entero y,
~v=/(/ ()= (py)=P», pt=-1.
Pero esta ultima relacion es imposible para p entero, con lo que no existe ninguna

funcioén con las caracteristicas dadas en el enunciado, y hemos terminado.

Combinando las técnicas de sustitucion e inyectividad, se simplifica considerablemente
el problema 3 de la VIII Olimpiada Iberoamericana de Matematica (1993). Este

problema se puede finalizar utilizando la acotacion superior e inferior:
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Sea N*={1,2,3,...}. Halle todas las funciones f:N*—)N* tales que:
i. Si x>y entonces f(x)>f(y),

ii. f(yf(x))=x*-f(xy), para todos x,y en P

La funcién es obviamente inyectiva, pues si f{x)=f(y), no puede ser ni x>y, ni y>x, luego
es x=y. Es entonces trivial constatar que, haciendo x=1, ha de ser f(yf(1))=f(y), luego
A(1)=1. Sustituyendo ademas y, primero por 1, y luego por f(z) para cualquier natural z,

en la condicidn ii, se tiene que, para todo x y para todo z,
F(F () =1 (),
F(£EV () =51 (o (2)= (=) f (x2) = S (S (32).
luego al ser finyectiva, es flxz)=f(x)A(z).

Ahora supongamos que f{x)>x". Entonces,

Cf(x)=f (£ (x)> £ () =(/ (%)), f(x) <,
llegandose a una contradiccion. De forma similar, supongamos que f{x)<x’. Entonces,
XL()=1(f ()< s (5)=(/ (%) f(x)>x,

nuevamente contradictorio. Luego solo podria ser flx)=x’ para todo x. Pero esta
funcion es obviamente creciente estrictamente, y ademas hace que ambos miembros en

e, .. . 4 2 ., ;.
la condicion ii sean iguales a x"y", luego es solucion, y es la tnica.

Otra técnica que también se vio en la primera leccion, y que puede ser muy
interesante también para funciones enteras de variable entera, es la de doble acotacion.
En el caso de funciones enteras de variable entera, esta acotacion puede ser incluso mas
potente, ya que al poder tomar la funcion solo valores enteros, si sabemos que f{(n)>m
para enteros n y m cualesquiera, entonces f(n)>m+1. Esta técnica se ilustra con ayuda

del problema 1 de la XXIII Olimpiada Matematica Internacional (1982):

La funcion f(n) esta definida para todos los enteros positivos » y toma valores

enteros no negativos. Ademas, para cualesquiera m,n,

flm+n)—f(m)—f(n)=0 o 1,
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f(2)=0, f(3)>0, f(9999)=3333.
Determine £{1982).

Se comprueba facilmente que f{1)=0, f(3)=1:
0=/(2)=2f(1)+001, 0<f(1)<0, 7(1)=0;
0<f(3)=/(2)+f(1)+001=001, f(3)=1.

Se puede comprobar también facilmente por induccién que, dado cualquier entero
positivo p, y para cualquier entero positivo m, es f(mp)>mf(p), ddndose la igualdad si y
solo si f(np)=nf(p) para todo n=1,2,...,m. Este resultado es trivialmente cierto para m=1.
Si es cierto para m=n—1, entonces
f(mp)=f((n=1)p+p)=f((n-1)p)+/(p)+0012 f((n-1)p)+f(p)
>(n=1)f(p)+/f(p)=n/(p),
Déndose la igualdad en la ultima desigualdad si y solo si f{np)=nfip) para todo
n=1,2,...,m—1 por hipdtesis de induccion. Por lo tanto, como f(3)=1,y
3333=3333/(3)< f(9999)=3333,
entonces se tiene que f{(3m)=mf(3)=m para todo m=1,2,3,...,3333, de donde se deduce
que f{1983)=£(3-661)=661, luego f(1982)=£(1983)—1(1)-0 o 1=660 o 661. Ahora bien,
3304=1(3-3304) = £(9912) = f(9910)+ f(2)+0 0 1> £(9910),

3304 > £(9910) = £(5-1982)>5(1982),

3304 - 33505 661

£(1982) <

Luego f(1982)=660.

Las técnicas basadas en la acotacion pueden ser extraordinariamente potentes
teniendo en cuenta propiedades especificas de los niimeros enteros. El siguiente
ejemplo pone de relevancia dos de ellas: la existencia de un minimo o maximo en todo
conjunto acotado inferior o superiormente de enteros, y el hecho de que dos enteros
distintos tienen diferencia como minimo de 1. Ambas propiedades se utilizan en esta

solucion del problema 6 de la XIX Olimpiada Matematica Internacional (1977):



© Daniel Lasaosa Medarde (2007)

Sea f(n) una funcion definida sobre los enteros positivos y tomando valores enteros
positivos. Demuestre que si

Sin+1)>f{f(n))
para cada entero positivo n, entonces

fln)=n  para cada n.

Definiremos el conjunto F, como {f(m)f(m+1),(m+2),...}, y demostraremos por
induccién que f(m) es el Unico minimo de F, (el que todo F, tiene minimo es
consecuencia trivial de ser un conjunto de enteros positivos, y por lo tanto acotado
inferiormente — la unicidad de cada uno de estos minimos se demuestra a lo largo de la
solucion que aqui se presenta).

El resultado es relativamente obvio para m=1, ya que para cualquier n>1, f(n)>f(f(n—1)),
estando trivialmente f{f(n—1)) en F, pues F| contiene a todas las posibles imagenes de f,
con lo que el minimo no puede ser ningtn f{n) con n>1, y el unico minimo es f{1).
Supongamos que el resultado es cierto hasta m. Entonces, f{m)>m, ya que al ser f(p) el
unico minimo de F), para todo p=1,2,...,m, entonces es f{1)<f(2)<f(3)<...<f(m), y por ser
enteros, f{1)<f(2)-1<£/(3)-2<...<f(m)—(m—1). Pero como f{1)>1 por ser entero positivo,
es f{m)=m. Supongamos que n>m+1, con lo que f{n—1) estd en F,.1, al ser n—1>m+1.
Pero entonces, f(n—1)>m, ya que si estd en F,.1, también estd en F,, y ademds es mayor
que f(m), que era el Gnico minimo de F,,. Luego f(n—1)>m+1, con lo que f(f(n—1)) esta
en Fyu., y al ser fin)>f(f(n—1)), f{n) no puede ser minimo de F,.;. Luego el Unico
minimo de F,.; s6lo puede ser f{m+1), y hemos acabado esta demostracion.

De la demostracion se deduce trivialmente que, si n>m, entonces f(n)>f(m), al ser f(m) el
unico minimo de F,,, estando f{(n) incluido en este conjunto. Supongamos entonces que
An)>n. Pero entonces, f(n)>n+1, con lo que f{(fin))>f(n+1)>£(f(n)), que es absurdo.
Luego f(n)<n. Supongamos finalmente que f(n)<n. Al ser entero, entonces f(n)<n—1.
Pero como fln)>f(n—1)>...>f(1), y al ser enteros esto significa que
[f(n)2f(n—1)+1>f(n-2)+2>.. >f(1)+(n—1), entonces f{(1)<f(n)—(n—1)<0. Pero f(1) es
entero positivo, luego llegamos nuevamente a una contradicciéon. Luego so6lo puede ser
fin)=n para cada n, que ademas cumple trivialmente la condicién propuesta en el

enunciado, al ser f{n+1)=n+1>n=fn)=ff(n)).
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La técnica del punto fijo es también aplicable en ciertos casos, como por
ejemplo en la resolucion del problema 3 de la XXXVII Olimpiada Matematica
Internacional (1996):

Sea § el conjunto de los enteros no negativos. Encuentre todas las funciones f:S—S

tales que

f(m+f(n)):f(f(m))+f(n), Vm,neSs.

Sustituyendo m=n=0, se encuentra que f{f{0))=£(f(0))+£0), de donde f{0)=0. Haciendo
entonces 7=0 en la ecuacion original, se tiene que
S (m)= 1 (m+£(0))=7(f(m)+1(0)=7(f(m),
Es decir, f(m) es punto fijo de m para cualquier entero no negativo m. Como todas las
imagenes de la funcidn son puntos fijos, si no existen puntos fijos positivos, entonces el
unico punto fijo, y por lo tanto el unico valor que toma la funcién, es 0, dandonos la
soluciodn trivial f{n)=0 para todo 7.
Si por el contrario existen puntos fijos mayores que 0, entonces existe un punto fijo
positivo minimo, que llamaremos m. Veremos en primer lugar que, para cualquier
entero no negativo a, flam)=am, es decir, am es punto fijo para todo entero no negativo
a. Esto se demuestra facilmente por induccion, siendo el resultado trivialmente cierto
cuando a=0, y consecuencia directa de la definicion de m cuando a=1. Si es cierto para
a—1, entonces haciendo n=(a—1)m en la ecuacion inicial, se tiene
£ (am)= £ (m(a=1)ym)= £ (m+ £ ((a=1)m)) = £ (7 (m)+ £ ((a=1)m)

=m+(a—1)m =am,
donde se ha usado que m y (a—1)m son puntos fijos por hipdtesis de induccion. Sea
ahora cualquier entero n=am-+b, donde b es un resto modulo m (b€{0,1,2,....m—1}).
Demostraremos que si # es un punto fijo, entonces =0, es decir, que no hay mas puntos
fijos de f'que los multiplos enteros positivos de m. Para ello, consideraremos que, al ser

f(b) punto fijo por ser imagen de f, y am por ser multiplo de m, entonces sustituyendo m

por b, y n por am en la ecuacion dada en el enunciado,
n=am+b=f(b+am)=f(b+ f(am))=f(f(b))+ f(am)=f(b)+am,
b=f(b).
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Ahora bien, como b<m y m es el menor punto fijo positivo, entonces b=0.
Demostraremos también que, para cualquier a no negativo y b resto médulo m,
f(am+b):am+f(b),
ya que utilizando que f{b) y am son puntos fijos de f, se tiene que
f(am+b)=f(b+f(am))=f(f (b))+ f (am)=am+f(b).

Finalmente, demostraremos que, con tal de que f(b) sea un entero positivo multiplo de m
(y por lo tanto un punto fijo de f), la funciéon estd bien definida y cumple con la
condicion del enunciado. Para ello, escribimos u=am+b, v=cm+d para u y v enteros no
negativos cualesquiera, donde b y d son restos modulo m, y a y ¢ son enteros no

negativos. Entonces, f{b)=pm, f(d)=gm, para algunos enteros no negativos py q, y

f(u+f(v))=f(am+b+cm+qm)=f((a+c+q)m+b)=(a+c+q)m+f(b)
:am+f(b)+cm+f(d):f(am+b)+f(cm+d)=f(u)+f(v)
=/ (S @)+ (),
y hemos demostrado que todas las funciones con la forma definida son solucion del
problema, y no hay otras. Es decir, las soluciones son todas las funciones tales que,
para algin m (fijo para cada solucion, pero pudiendo tomar en principio cualquier
valor), escribimos cualquier entero no negativo como n=am+b, donde a es un entero no
negativo y b cualquier resto modulo m (0,1,2,...,m—1). Entonces, fin)=am+f(b), donde

f(b) es un entero no negativo multiplo de m, con la unica restriccion de que f{0)=0.

2.- Definicion de funciones auxiliares

La idea principal detras de esta técnica es la simplificacion de la ecuacion a
través de la definicion de una funcion auxiliar, resultado de aplicar alguna operacion o
transformacion sobre la funcion a hallar, de forma que esta tltima satisface la ecuacion
funcional dada, si y solo si la funcidon auxiliar satisface una ecuacion funcional mas
sencilla, resolviéndose entonces esta segunda. Si bien esta técnica no se ilustrd a través
de su uso con funciones reales de variable real, también seria aplicable a estas.

Se ilustra esta técnica a través de una posible solucion del problema 5 de la

XXXIV Olimpiada Matematica Espaiola (1998):
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Hallar todas las funciones :N—5N estrictamente crecientes y tales que

flntf(n))=2f(n)
para n=1,2,3,...

Si definimos la funcién auxiliar g(n)=f(n)—n, se tiene que, para todo entero positivo n,
g(n+f(n)):f(n+f(n))—n—f(n)=f(n)—n =g(n).

Ahora bien, como la funcidn f es estrictamente creciente, f(n)>f(n—1), y como ambos
deben ser enteros, entonces f(n)—f(n—1)>1=n—(n-1), es decir, g(n)>g(n—1), dandose la
igualdad si y solo si f(n) y f{n—1) son enteros consecutivos. Se demuestra facilmente
por induccién que, para todo entero positivo m, g(n+m)>g(n), dindose la igualdad si y
solo si g(n+p)=g(n) para todo p=1,2,...,m. La hipotesis de induccion ha sido ya
demostrada para m=1, y si es cierta para m—1, entonces g(n+m)>g(n+m—1)>g(n), siendo
cierta la segunda desigualdad si y solo si g(n+p)=g(n) para todo p=1,2,...,m—1, es decir,
siendo el primer y el tercer términos iguales si y so6lo si g(n+p)=g(n) para todo
p=1,2,....,m. Sea entonces la sucesion definida por n,.1=n,+f(n,) para m>1, siendo
m=1. Como g(n)=g(n+f(n)), es trivial que g(n,)=g(n;) para todo entero positivo m.
Como ademas la sucesion {n;} es una sucesion estrictamente creciente de enteros (f{7)
es un entero positivo para todo n), entonces no esta acotada, y para todo N, existe un
n>N, con lo que al ser g(n;)=g(n;), es g(N)=g(1) para todo entero positivo N, es decir, g
es constante. Luego como g toma un valor entero constante k, entonces f(n)=n-+k.
Como f'toma valores enteros positivos cuando » toma valores enteros positivos, k£ debe

ser no negativo (en caso contrario f{1) seria no positivo). Sustituyendo esta expresion

en la ecuacion dada, se obtiene que
f(n+f(n))=f(2n+k)=2n+2k=2(n+k)=2f(n),

con lo que & puede tomar cualquier valor entero no negativo, y hemos acabado.
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3.- Expresion del conjunto de imagenes como union de

subconjuntos disjuntos

En principio esta técnica no es exclusiva de funciones enteras de variable entera,
pero puede resultar mas sencilla de utilizar cuando el conjunto de valores que toma la
imagen es discreto (caso de enteros y racionales). La idea principal es comprobar que el
conjunto de imagenes (que puede ser desconocido a priori) puede dividirse, mediante
alguna condicién aplicada a la funcion, en diferentes subconjuntos disjuntos, para a
través de las propiedades de dichos conjuntos, poder acotar las soluciones, o bien probar
o refutar hipotesis acerca del conjunto de valores que toma la funcion. También puede
utilizarse esta técnica de otra forma: dividiendo ciertos conjuntos de enteros (o todos
ellos), en diferentes conjuntos disjuntos, segiin sean o no imagenes de la funcion, y a
partir nuevamente de propiedades de estos conjuntos o de sus elementos, llegar a
comprobar cudles si podrian ser imagenes de la funcion, cudles no, o simplemente
probar o refutar hipdtesis acerca de dichos valores.

Un caso en el que la division del conjunto de los enteros en dos conjuntos disjuntos se
presenta en la siguiente solucion del problema 3 de la XX Olimpiada Matematica
Internacional (1978), aunque en este caso es el propio enunciado el que impone esta

division:

El conjunto de los enteros positivos es la union de dos subconjuntos disjuntos
D) AQ),....fn),...}, {g(1).8(2),...,8(n),...}, donde

SD<R)<.. .<f(n)<...,

g()<g(2)<...<g(n)<...,

g(n)=f(f(n))+1 para todo n>1.
Determine £{240).

Sean F'y G los conjuntos de las imagenes de /'y g, respectivamente. Obviamente, un
entero pertenece a F si y solo si no pertenece a G. Es también obvio que, si un entero
positivo m pertenece a G, ni m+1 ni m—1 pertenecen a G. Para ello, es trivial comprobar
que, si m pertenece a G, existe un entero positivo n tal que m—1=g(n)—-1=£f(n)), luego

m—1 pertenece a F. Entonces, si m+1 perteneciera a G, entonces (m+1)—1=m no podria

10
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pertenecer a G. Es también obvio que 1 no puede pertenecer a G, pues entonces
existiria un entero positivo n tal que 0=g(n)-1=f{f(n)), que es absurdo ya que 0 no
pertenece ni a F ni a G. Luego f(1)=1, ya que 1 es el minimo de F, y g(1)=f(f(1))+1=2.
Como no puede haber dos enteros consecutivos en G, entonces 3 estd en F, y es el
menor elemento de F distinto de f{1)=1, con lo que f(2)=3.

Sea ahora, para cualquier entero positivo n, f(n)=m. Entonces, g(n)=f(m)+1. Ahora
bien, hay n valores en G menores o iguales que g(n), que son obviamente
g(1),g(2),...,g(n), y m valores en F menores que fim)+1, que son f{1),A2),....(m), ya
que f(m+1)>f(m)+1 pertenece a G, y no a F. Ademas, como f(p)>f(m+1) para todo p>m,
entonces hay exactamente m valores en F menores que f(m)+l, y como
g(p)>g(n)=f(m)+1, hay exactamente n valores en G menores o iguales que f{m)+1, con
lo que hay m+n valores en FUG menores o iguales que f{m)+1. Luego al ser FUG igual
al conjunto de los enteros positivos, y ser 'y G disjuntos, entonces f(m)+1=m+n, y

fim)=m+n—1 donde m=f(n). Se tiene entonces que

S(3)=3+2-1=4, f(4)=4+3-1=6, £(6)=6+4-1=9,
f(9)=9+6-1=14, f(14)=14+9-1=22, f(22)=22+14-1=35,
f(35)=35+22-1=56, 1(56)=56+35-1=90, £(90)=90+56-1=145,

£(145)=145+90-1=234.
Ahora bien,
g(35)=1(r(35))=r(56)+1=91,
con lo que 92 esta en F, y al ser el menor elemento de F mayor que f{56), es (57), luego
f(57)=92, £(92)=92+57-1=148, f(148)=148+92-1=239,
£(239)=239+148-1=386, g(148) = £ (£ (148))+1= f(239)+1=387,

y al ser 388 el menor elemento de F (pues no puede estar en G) que es mayor que

f(239), entonces es f(240), luego el resultado buscado es f(240)=388.

Esta técnica se aplica también en una posible solucion al problema 4 de la
XXVII Olimpiada Matematica Internacional (1987), tomandose las imagenes de un

conjunto de valores de la variable, y razondndose sobre su paridad:

11
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Demuestre que no existe ninguna funcion f'del conjunto de los enteros no negativos

en si mismo tal que, para cada n, f(f(n))=n+1987.

Supongamos que existe una tal funcion . En primer lugar, es trivial constatar que la
funcion es inyectiva, ya que si f(n)=f(m), entonces n+1987=m+1987. Luego dado
cualquier conjunto X de enteros no negativos, X y f(X) tienen mismo cardinal (numero

de elementos), definiéndose

Ahora bien, es también sencillo constatar que

£ (n)+1987 = f(f(f(n))) = f (n+1987),
donde se ha entendido el término del medio, bien como la funcién aplicada dos veces a
f(n), bien como la funcion aplicada a f{f(n))=n+1987. Seria entonces sencillo, a partir de
los valores de f(4), donde 4={0,1,2,...,1986} es el conjunto de restos mdédulo 1987,
hallar f(n) para cualquier n. Dividimos el conjunto 4 en dos subconjuntos disjuntos, By
C, tales que si n esta en B, entonces n estd en A y f(n) estd en A, y si n estd en C,

entonces 7 esta en 4 y f(n) no estd en A. Definimos también el conjunto A+1987 como

A+1987 ={n+1987|n € A} ={1987,1988,1989..., 3973} .

Se tiene entonces que f(f(4))=A+1987, pues si meA+1987, existe neA tal que
m=n+1987=f(f(n)), y si neA, entonces f{(f(n))=n+1987€A+1987. Ahora bien,

441987 = 7 (1(4))= £ (£ (BUC) = £ (£ (B) £(C)) =/ (£ (B 1 (£(C)),
Siendo ademads las uniones disjuntas siempre, por ser B y C disjuntos, y f inyectiva.
Ademas, (f(B))NA=D y I C))NA=D, por ser A+1987NA=2.

Sea ahora meB. Entonces, f(m)eA, y f(f(m))eA, luego f{im)eC, y el cardinal de C es

mayor o igual que el cardinal de f(B), luego por inyectividad es mayor o igual que el

cardinal de B.

Sea finalmente meC. Obviamente, f(m)>1987, pues no pertenece a 4, luego existe un
entero no negativo n=f(m)—1987 tal que f(f(n))=n+1987=f(m), y por inyectividad m=f(n).
Supongamos que n>1987. Entonces, existiria un entero no negativo p=n—1987 tal que

ff(p))=n. Luego m=f(f(f(p)))=Ap)+1987, que es absurdo pues meA y f(p) es un entero

no negativo. Luego pertenece a 4 el entero n tal que m=f(n). Pero m=f(n)eA, luego

neB, y el cardinal de B es mayor o igual que el cardinal de C.

12
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Luego B y C tienen el mismo cardinal, y al ser disjuntos, y su unién igual a 4, el
cardinal de A4 es el doble que el cardinal de B. Pero el cardinal de 4 es impar, y hemos

llegado a una contradiccion. Luego no existe ninguna tal funcion f.

Otro problema en el que la division de la imagen en conjuntos disjuntos puede
ayudar notablemente es el problema 6 de la X Olimpiada Iberoamericana de Matematica
(1995). En la solucién que se propone, se realiza una hipotesis sobre las propiedades de
la funcidn f, y a partir de ahi se comprueba que el conjunto de imagenes queda dividido,
de forma natural, en ciertos subconjuntos, que a su vez se utilizan para probar o refutar

la hipétesis inicial:

Una funcion /:N—N es circular si para cada p en N existe » en N con n<p tal que
L (P=ff... nveces ... f(p)))=p.
La funcion f tiene grado de repulsién k, 0<k<1, si para cada p en N, f(p)#p para
i=1,2,...,|kp].
Determine el mayor grado de repulsion que puede tener una funcion circular.

Nota (*): [x] indica el mayor entero menor o igual que x.

Es trivial comprobar que, al ser la funcion circular, ha de ser f{1)=1, pues n=1 es el
unico natural menor o igual que p=1. Llamaremos Cy={1}, y en general, definiremos
C= {2929 A/29),..../ (29} donde f'(29)=27 con n<2?. Obviamente, el cardinal de
C, es igual a n<29, siendo ademas n—1>[29] por definicion de grado de repulsion. Por
circularidad, cualquier /"(27) esta en C,, como se puede demostrar trivialmente por
induccion ya que, si p estd en C,, también lo estd f(p). Ademds, si p es un elemento
cualquiera de C?, entonces existe un entero no negativo m tal que 2/=f"(p).

Supongamos ahora que la funcion tiene grado de repulsion £>1/2. Demostraremos que
Co,C1,C,... y en general los C,, para todo entero no negativo g, son conjuntos disjuntos
(lema 1), siendo ademas (lema 2)

C,UC UG U..UC, ={1,2,3,.,2"" -1} ={peN|p<2/' -1},

El lema 1 es relativamente sencillo de demostrar: supongamos que existe un entero p

que pertenece a la vez a C, y C; con g#r. Entonces, existen m y n tales que 2’=f"(p) por

13
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circularidad, y a la vez p=f"(2"). Entonces /""" (2")=2%, y 27 C,, luego por circularidad,
2"eC, con lo que C,=C,. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que g>r, con lo
que al ser enteros, g>r+1. Ahora bien, por tener la funcion grado de repulsion £>1/2,
entonces el cardinal de C,=C,, que es n, cumple que n—1>[27]>[2""'k]>2", mientras que
por ser f circular, el cardinal de C, debe ser n<2’". Contradiccion, luego C, y C, son
disjuntos para cualesquiera enteros no negativos distintos g y 7.

El lema 2 se cumple trivialmente para g=0, pues Cp={1}. Supongamos que se cumple
para 1,2,3,...,qg—1, y veamos que se cumple también para g. Sea n el cardinal de C,.
Entonces, como C, no puede contener a ningin natural menor o igual que 2?—1 (pues
todos estos elementos pertenecen por hipdtesis de induccidon a conjuntos que son
disjuntos con Cy), entonces el maximo M de C, es mayor o igual que 2%+n—1. Por tener
la funcién grado de repulsion k>1/2, y al ser f"(m)=m para todo m de C,, y al ser M
entero (con lo que [M/2]=M/2 si M es par, [M/2]=(M-1)/2 si M es impar), se tiene que

q —
n—1z[kM]>kM—1z%—1z%—1, n>2-1,

Pero n<27 por definicién de funcion circular, con lo que n=2%, y M>27"'-1, con igualdad
siy solo si C, esta formado por n=27 enteros consecutivos. Supongamos finalmente que
M>29""—1. Entonces, M>2"", con lo que [kM]>2%=n, que es absurdo, pues entonces
deberia ser f"(M)=M, que es falso por estar M en C,. Luego C, esta formado por los 27
enteros positivos consecutivos comprendidos entre 27 y 29"'—1, ambos inclusive, de
donde trivialmente

C,uCUC,U..UC, ={1,2,3,..2 -1} UC, ={1,2,3,..,2"" -1}

Una funcion con las caracteristicas pedidas podria estar definida como sigue:
f(n) _ {n 4:11, si. n=29-1,
297, sin=27-1,
siendo 27 la menor potencia entera de 2 mayor que n. Por lo tanto, existen funciones
con grado de repulsion £>1/2, de las cudles se ha dado un ejemplo, y todas las cuéles
cumplen los dos lemas probados. Veremos ahora que ninguna de tales funciones tiene
grado de repulsion k>1/2. Para ello, consideramos que, como M pertenece a C,, con lo

que /"(M)=M para n=2, entonces por definicion del grado de repulsion,

20 —1=n-1=[kM]=[ k(27" 1) [ =27 =1+ (2" =1}k =27 -1) |.

14
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Por lo tanto, el contenido del ultimo corchete debe ser menor que 1, con lo que

PP .
297 1 2 2(2q+1—1)'

Pero al tender ¢ a infinito, el segundo sumando se hace arbitrariamente pequeio, con lo
que existiran valores de g tales que el miembro de la izquierda serd menor que cualquier
k>1/2. Luego como ninguna funcion circular puede tener grado de repulsion i>1/2,
pero si puede tener grado de repulsion £=1/2 (como la funcion dada en el ejemplo), éste

es el valor buscado, y hemos acabado.

Finalmente, se propone otro problema donde la division del conjunto de
imagenes se realiza de acuerdo a su pertenencia a determinadas sucesiones definidas
recursivamente, cuyas propiedades vienen establecidas por la propia ecuacidon funcional.

Se trata del problema 5 de la XXXIV Olimpiada Matematica Internacional (1993):

JExiste una funcion fiN-N tal que f(1)=2, f(f(n))=f(n)+n para todo neN, y
f(n)<f(n+1) para cada neN?

Es trivial comprobar que f(2)=f1)+1=3, f(3)=A2)+2=5, f(5)=A3)+3=8, etc., pudiéndose
demostrar facilmente por induccion que f(F,,)=F,.1 para m>1 donde F,, es el m-ésimo
término de la sucesion de Fibonacci, definida como Fo=1, Fi=1, F,.1=F,+F,_1 para
todo m>1. Para demostrar que existe una funcién como la pedida en el enunciado,
dividiremos el conjunto de naturales en subconjuntos disjuntos, de tal forma que cada
uno de ellos sea una sucesion construida mediante la relacion recursiva G, =G, +Got,
pero cada uno de ellos con condiciones iniciales Gy y G; distintas. Para ello,
demostraremos el siguiente lema: todo entero positivo se puede expresar de una Unica
forma como la suma de elementos distintos y no consecutivos de la sucesion de

Fibonacci. Es decir, todo natural se puede escribir de una inica manera como

con la condicion de que los n; sean enteros positivos distintos, no habiendo dos de ellos

consecutivos. El que todo natural se puede expresar como la suma de elementos
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distintos no consecutivos de la sucesion de Fibonacci es relativamente sencillo por
induccion; supongamos que la hipdtesis de induccion es cierta para todo entero menor o
igual que F), para algiin m (la hipdtesis es trivialmente cierta para m=1 pues 1=F}). Si
n=F,.1, 1a suma tiene un Unico sumando, que es F,.;. Si F,<n<F,.;, entonces se tiene
que n—F,<F,.—F,=F,-1, luego por hipétesis de induccion n—F, se puede expresar
como suma de términos distintos y no consecutivos de la sucesiéon de Fibonacci.
Ademas, ninguno de ellos puede ser mayor o igual que F,_;, luego ninguno de ellos
puede ser consecutivo con F),, y n se puede expresar como F,, mas la suma que da lugar
a n—F,. Para demostrar la unicidad, demostremos en primer lugar por induccion que

n n

Y =F, -1, S E =F,, -l

i=1 i=1
La hipotesis de induccion es trivialmente cierta para n=1, ya que Fr—1=F>—Fy=F1, y que

Fs—1=Fs—F=F,. Si la hip6tesis de induccion es cierta hasta n, entonces

n+l

Zin—l =k, +2F2i—1 =F,,+tF,-1=F,,-1= Fz
i=1 i=1

(n+l) _1 >

n+l n

ZF'L' = F‘2n+2 + 21}721 = F12n+2 + F‘2n+1 —-1= F‘2n+3 —-1= F;(n+l)+l -1

i=1 i=

Sea entonces m el menor entero que se puede escribir de dos maneras distintas como

suma de elementos distintos y no consecutivos de la sucesion de Fibonacci. Si el mayor

de los elementos en cada suma es el mismo (supongamos que es Fy), entonces m—F), se

puede expresar de dos formas como suma de elementos distintos y no consecutivos de

la sucesion de Fibonacci. Pero entonces m no seria el menor natural con esta propiedad.

Luego las dos sumas tienen un elemento mayor distinto. Supongamos que el maximo

de los elementos que intervienen en ambas sumas es Fj. Entonces, m>F),, por poder

ser expresado como la suma cuyo mayor elemento es £, Pero al mismo tiempo,
m<F, +F,,+F, . +.=F, -1,

ya que esta es la maxima suma de elementos distintos no consecutivos de la sucesion de

Fibonacci tales que ninguno de ellos es mayor o igual que Fi,. Hemos llegado a una

contradiccion, luego la suma es Unica para todo entero.

Sean ahora m; 1, ma1, ms,... los enteros tales que, en dicha suma, interviene F1=1. Para

cada uno de ellos, construimos el siguiente conjunto: si
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donde sin pérdida de generalidad los »; estdn en sucesion creciente, con lo que n;=1,

entonces

Demostraremos entonces que el conjunto de naturales es la unidén disjunta de los
conjuntos {m;j,m;»,m;3,...}. El que todo natural pertenece a uno de estos conjuntos es
relativamente trivial: si la expresion de este natural N como suma de elementos distintos
de la sucesion de Fibonacci, no dos de ellos disjuntos, entonces bien Fj=1 esta en la
suma, bien no estd. En el primer caso, N es uno de los m; ;. En caso contrario, sea F} el
menor de los elementos de la sucesién de Fibonacci que esta en la suma. Entonces,
podemos expresar
N=YF, .
i=1

donde cada uno de los n'; es mayor o igual que ., siendo todos ellos distintos y no
consecutivos, y habiendo exactamente uno que es igual a k. Sea entonces el nimero

E1',.—k+1 = ZF;, =m;,.

i=1

4 /
i=1
que obviamente esta bien definido asi porque, al ser uno de los »'; igual a &, entonces
uno de los n=n'—k+1 es igual a 1, y todos los n; son distintos y no consecutivos.
Entonces, N=mjy, y pertenece a uno de los conjuntos que hemos construido. Como
ademas la expresion de N como suma de elementos distintos no consecutivos de la
sucesion de Fibonacci es Unica, también lo es el m;; al que se llega por la anterior
manipulacién, con lo que los conjuntos son disjuntos, y hemos acabado.
Finalmente, definimos f tal que f(m;)=mj . para todo k=1, y hemos acabado, ya que
entonces, como todo n se puede escribir como m; para algin j, k, se tiene
1 1 1
f(n)+n = f(mj,k)+mj,k =M Tm; = ZI:Ez,.Jrk + ZI:EL-HFI = Z(Fnﬁk +Ez,-+k71)
~ ~ ;

i i=1

= Z:F;wkﬂ =M = f(mj,k+l): f(f(mjk )) = f(f(n))
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4.- Factorizacion en numeros primos

Esta técnica (exclusiva de funciones que tomen valores enteros y/o para
variables que tomen valores enteros, o a lo sumo racionales) es especialmente potente
cuando la funcién del producto de dos valores se puede relacionar con las imagenes de
dichos wvalores.  Por ejemplo, cuando la funcion satisface f(mn)=f(m)f(n), o
fimn)=f(m)+f(n), para cualesquiera m y n, aunque ante otras posibles expresiones
similares también se podria utilizar esta técnica. En este contexto, hay que tener
cuidado con la definicion de “funcion multiplicativa”, pues si bien para las funciones
reales de variable real se definian como aquellas para las que, para cualesquiera x, y
reales, f(xy)=f(x)f(y), en el contexto de los numeros enteros se definen como aquellas
para las que, para cualesquiera m y n primos entre si, fimn)=f(m)f(n). Las funciones
para las que fimn)=f(m)f(n) para cualesquiera m y n sin restricciones, se suelen
denominar completamente multiplicativas. En el contexto de funciones de variable
entera se suelen definir también las funciones aditivas como aquellas para las que, para
cualesquiera m y n primos entre si, f(mn)=f(m)+f(n), a diferencia de la definicién que se

suele dar en el contexto de funciones reales de variable real.

Una primera forma de aplicar esta técnica seria, caso de que f'satisfaga alguna de
las relaciones anteriores o una similar, hallar el valor de f'en todos los numeros primos,
y a partir de ahi, utilizando probablemente induccion, llegar a hallar el valor de f para
todo natural. Esto se ilustra con una posible solucién del problema 5 de la I Olimpiada

Iberoamericana de Matematica (1987):

A cada entero positivo n se le asigna un entero no negativo f(n) de tal manera que

se satisfagan las siguientes condiciones:
i. Srs)=f(r)+f(s),
ii. f(n)=0 siempre que la cifra en las unidades de n sea 3,
iii.  f(10)=0.

Halle £(1985). Justifique su respuesta.

Haciendo s=1 en la condicién i se comprueba trivialmente que f{1)=0. Ademas, si

f(rs)=0 para enteros positivos 7y s, entonces f(r)=f(s)=0, ya que f{r) y f(s) son enteros no
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negativos de suma nula por la condicion i. En concreto, f{2)=f(5)=0 al ser f{10)=0. Sea
ahora p un primo cualquiera distinto de 2 y 5. Por ser distinto de 2, es impar, y por ser
distinto de 5, no acaba en 5, luego acaba en 1, 3, 7 0 9. Pero entonces 3p, p, 9p y 7p
respectivamente acaban en 3. Luego al ser respectivamente f(3p)=0, f(p)=0, f(9)=0y
A7p)=0, entonces f(p)=0 para cualquier primo. De aqui es trivial comprobar, por
induccién sobre el numero de factores primos de 7, que f{n)=0 para todo n. El resultado
es obvio cuando n tiene un unico factor primo (n seria primo). Si la hipotesis de
induccién es cierta para todo natural con g factores primos, y n tiene g+1 factores
primos, lo podemos escribir como n=pm, donde p es primo y m tiene g factores primos,

con lo que f(n)=f(p)+f(m)=0. Como caso particular, f{1985)=0.

Hay veces que no solo interesa considerar los factores primos de la variable;
también puede interesar considerar la descomposicion en factores primos de los valores
que toma la propia funcion. Como ejemplo, se presenta una posible solucion al

problema 6 de la XXXIX Olimpiada Matematica Internacional (1998):

Sean todas las funciones f del conjunto N de todos los enteros positivos en si mismo,
y que satisfacen f(tzf(s))=s(/(t))2 para cada s y 7 de N. Determine el minimo valor

posible de f{(1998).

Llamemos f{1)=4. Tomando #=1, se tiene que

7(£(s)=s(r(1) =54
En particular, tomando s=1 se tiene que f{A)=4>, y tomando s=f{1)=/, se tiene que

AAA)=fA)=A. Ahora bien,
(FG) =1 (20 )= s (20) =5 (Cr () =2 (WO S (a)=21 ().
Por induccion trivial, se comprueba que, para cualquier entero positivo 7,
f(A)=2"1(t).
El resultado esta demostrado para n=1, y si es cierto para n=m—1, entonces

f(Am)= f(/l(ﬁ,”"lt)) =Af(A"t) =22 (1) = A" ().
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Ademas,
A(E)= £ (367) =1 (21 (D) =(£ ()

A partir de aqui, no es complicado demostrar por induccion que

n

ln—lf(tn) — f(/ln_ltn) = (f(l‘)) .
El resultado es trivialmente cierto para n=1 y estd demostrado para n=2. Si es cierto

para n=m—1, entonces
/’i/mf(tmﬂ ) — f(ﬂ,mtm-” ) — f(t2ﬂ12 (/ftm—2tm—l )) — f(th(f(//lm—Ztm—l )))
= /(A ) (@) = @) () =)
Sea entonces p un factor primo de A con multiplicidad «. Es obvio que, como A divide
a (f{7))* para cualquier entero positivo ¢, entonces p divide a (f{r))*, luego divide a f(7),

parar cualquier entero positivo . Supongamos que la menor multiplicidad con la que p

divide a cualesquiera de los f{¢), es . Entonces, para todo entero positivo 7,
A ()= (£ () nf>a(n-1); a>(a-p)n.

Pero como n puede tomar cualquier valor entero positivo, no puede estar acotado

pa(n—l)

superiormente, luego a—f<0. Como cualquier primo que divide a A, también divide a
A(?) con la misma o mayor multiplicidad, entonces A divide a f{¢) para todo . Podemos
entonces definir, para todo entero positivo z, g(¢)=f(¢)/A. Ahora bien, g también cumple

la condicidn del enunciado, pues

f(tzf(s)) = f(/l(tzg(s))) = /lf(tzg(s)) = lzg(tzg(s)) ,

f
S(g(t)) = 12 = /12 = g(tzg (S)) :
Supongamos que el valor minimo de f{1998) se alcanza cuando f{1)=4>1. Entonces,

2(1998)=£(1998)/A<f(1998), que es absurdo. Luego el minimo so6lo se puede alcanzar

cuando f{1)=1. Por una parte, haciendo entonces s=1 en el enunciado, se obtiene

£()=r(Erm)=(s ()

Por otra parte, f{f(s))=s, con lo que sustituyendo s por f{s*) en la relacion dada en el

enunciado,

() = £ ()= £ (21 (7(2))) = £ () @) = (1 () 1 ()
F(s0)=1 ()7 (0).
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Se comprueba entonces trivialmente por induccion que expresando cualquier entero s

como producto de sus factores primos
f(s)=1(ppyp)=f () S () f(P,)-

Sustituyendo este resultado en la ecuacion del enunciado, se llega, después de
simplificar los valores de las imagenes de los factores primos de ¢, a que
F() £ () F(f(p))=P P b, -
Como este resultado debe ser cierto para todo entero positivo, y en particular para los
enteros positivos primos, se tiene que, para todo primo p;, Af(p:))=pi.
Luego definiendo cualquier funcion f tal que su efecto en los nimeros primos sea el
descrito, y tal que la imagen de un entero sea igual al producto de las imagenes de sus
factores primos, ésta cumplird la hipotesis del enunciado, y ademads, si f cumple la
hipotesis del enunciado y f{1998) toma un valor minimo, entonces es de esta forma.
Luego nos basta buscar el minimo valor que pueden tomar {1998)=A2-3-37).
Es trivial constatar que f(p) debe ser primo para todo primo p, pues si se pudiera
expresar como mn, con m'y n enteros positivos, entonces f{f(p))=f(mn)=f(m)f(n), con lo
que una de estas dos imagenes debe ser 1 y la otra p. Como ademas f es inyectiva por
ser f(f(s))=s, entoncesomones 1.
Por lo tanto, {1998)=pq’r=¢*(pgr) donde p=A2), g=A3), r=A37) son primos. Luego el
valor minimo que puede tomar f{1998) es igual al cuadrado de un primo (que sera por lo
tanto mayor o igual que 2°=4), multiplicado por el producto de tres primos distintos
(que sera por lo tanto mayor o igual que el producto de los tres menores primos, es
decir, mayor o igual que 2-3-5=30). Luego f(1998)>120. Sea f(3)=2, f(2)=3, f(37)=5,
f(5)=37, y ordenando el resto de los numeros primos de forma aleatoria {p,p2,ps,...},
sea f(pan-1)=pan, ¥ fp2n)=p2n-1 para todo entero positivo n. Esta funcion cumple
obviamente los requisitos pedidos, y f{1998)=2"3-5=120. Luego éste es el minimo

valor posible.

Se propone como ultimo ejemplo de este apartado una ecuacion funcional donde
el objetivo es construir una funcioén racional de variable racional. Sin embargo, se

comprueba inmediatamente que la construccion de la funcién se simplifica
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considerablemente definiendo una funcién para los nimeros primos, extendiéndola
luego a enteros y racionales. Es el problema 4 de la XXXI Olimpiada Matematica

Internacional (1990):

Sea Q* el conjunto de los nimeros racionales positivos. Construya una funcion
£,.Q"—>Q" tal que

/(x)
v

[ (v)=

para cada x,y de Q.

Sea una funcion definida de la siguiente manera:

f(x)zf(ﬂj—f(’")_f(Pl'Pz'---'Pr)_f(pl)'f(pz)-----f(p,)

n

b

f() flaaca)  f(a) f(a) - f(a)

donde m y n son enteros tales que x=m/n, p\-p>-...-pr Y q1-q2-...-qs son las factorizaciones
respectivas de m y n, y sus imagenes respecto a f toman valores racionales, y distintos
para cada factor primo distinto (por coherencia se define f{1)=1). Notese que ésta es de
hecho una funcién de los racionales en los racionales, ya que estd bien definida, pues
para cada dos posibles expresiones de m y n, las imagenes de los factores primos
comunes a ambos aparecen un numero de veces igual a la multiplicidad comun de dicho
factor en m y n, en numerador y denominador del ultimo miembro, cancelandose. Asi
mismo, al ser la imagen de cada primo un numero racional, el ultimo miembro es un
cociente de productos de racionales, luego es racional. Si ademas se tiene que
f(f(p))=1/p para cada primo p, entonces f satisface la condicién del enunciado. Para
constatar este hecho, definimos x como cociente de productos de primos como antes, y

tomamos

m' p'l'p'z'---'p',.'
y= v: ' ' v
n q4.1°9y -9y

Ademas, es sencillo constatar que la imagen de un cociente es igual al cociente de

imagenes, y la imagen de un producto es igual al producto de imagenes:
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Sy pdvq'yqy)
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(

_S(p)-S () S (p)-S(a") S (g5) - f(d'y)
o f @) f(42) - f(a.)- S (p") f(Ph) f(P')
f p1) f(pz) ( r) f(Q1)'f(q'2)'---'f(q's') _ f(x)

f(ql) f(%) f(qs) f(pvl)'f(plz)'-"'f(p'r') f(J/)’

y de forma similar para llegar a flxy)=f(x)f(v). Por induccién sobre el nimero de
factores en el producto, este ultimo resultado se puede extender al producto de un
numero arbitrario de racionales. Se tiene entonces que, para una funcion asi definida, y
si se cumpliera que f{f(y))=1/y para todo y racional, se tendria

)

o ON=S ()7 (7 )= 7 ()=

Pero con las caracteristicas definidas,
o () A L) (L) f(P)
f(f(y))_f(f(n'jj f{f( V) f(g) f(q's)j
:f(f(p'l)-f( -/ (p'))
F(f (@) (a%)(a')
_S(f(p) S ( D)) S(P) _ qhvgtyends

(@) (f(g) o f(f(ay)  prpyp ¥

y la funcién asi definida efectivamente cumple las condiciones del enunciado. Se

podria ademas demostrar, aunque no es necesario para la resolucion del problema, que
todas las funciones definidas de esta forma son ademas las tinicas que cumplen la
condicién del enunciado. Para ello se comienza demostrando que existe algin valor
para el que la funcidén toma valor 1 (basta hacer y=f(x) en la ecuacion inicial), y ver que
si f{A)=1 debe ser A=1 (tomando y=A en la ecuacion inicial). A partir de ahi, haciendo
x=1 en la ecuacion inicial, y=1/z en la ecuacion inicial, y y=f(1/z) en la ecuacion inicial,
se demuestra respectivamente que f{f(y))=1/y (este resultado debe ser cierto en particular
cuando y es un entero positivo primo), que f(x/z)=f(x)/fz), v que fxz)=Ax)Az).
Expresando entonces x como cociente de dos enteros, y luego cada uno de ambos como
producto de primos, se llega necesariamente a la expresion que habiamos dado para la

funcién f'que hemos construido.
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Finalmente, para hacer entonces que f{f(p))=1/p para todo primo, numeramos los primos
en cualquier orden, p,pa.ps3,..., y tomamos fipa.—1)=pa- v f(p2-)=1/p2r-1, para todo entero

positivo 7, con lo que

f(f(p2r—1 )) i f(p2r) ) 21r—1 ’ f(f(p2r )) - f(pzlr—l ] ) f{p(zlr)_l) ) pLzr ’

y hemos terminado la construccion de la funcion pedida.

5.- Expresion en bases distintas de la decimal

En ciertas ecuaciones funcionales con origen e imagen en el conjunto de los
naturales, puede ser conveniente realizar un cambio de base para simplificar su
resolucion, ya que, en la base adecuada, algunas funciones se expresan a través de
relaciones muy sencillas. Obviamente, esta técnica es de aplicacion por lo menos muy
dificil en funciones reales de variable real. Como ejemplo se ofrece una posible

solucion del problema 6 de la XXXVII Olimpiada Matematica Espafiola (2001):

Determinar la funcion fiN-N (siendo N={1,2,3,...} el conjunto de los nimeros
naturales) que cumple, para cualesquiera s,neN, las siguientes condiciones:
SD)=£(2°)=1, y si n<2’, entonces f(2*+n)=f(n)+1.

Calcular el valor maximo de f{n) cuando n<2001.

Hallar el menor niimero natural » tal que f{(n)=2001.

La funcioén fes aquella que, a cada numero 7, le asocia el nimero de unos que tiene la
expresion en base 2 de n. Vamos a demostrarlo por induccion sobre el nimero de cifras
en la expresion de n en base 2: el resultado es obvio para nimeros de una cifra en base
2, ya que so6lo existe n=1, y f(1)=1, y 1 tiene, en su expresion binaria (que es también 1),
un unico uno. Si el resultado se cumple para nimeros cuya expresion binaria tiene m o
menos digitos, entonces n con expresion binaria de m+1 digitos se puede escribir como
2"+p, donde 0<p<2™, y p tiene como maximo m digitos. Por lo tanto, como la

expresion binaria de 2"+p, que es igual a un uno seguido de la expresion binaria de p

24



© Daniel Lasaosa Medarde (2007)

(completada con ceros entre el primer y el segundo uno si es necesario hasta que dicha
expresion binaria tenga m-+1 digitos), entonces la expresion binaria de 2"+p tiene
exactamente un uno mas que la de p. Pero fA2"+p)=f(p)+1, luego como f(p) es el
numero de unos en la expresion binaria de p, f{2"+p) es el namero de unos en la
expresion binaria de 2"+p, y hemos acabado.

Ahora bien, si n<2001, entonces la expresion binaria de n tiene como maximo 11 cifras,
no todas las cuales pueden ser uno, ya que n<2047=2""-1, siendo la expresion binaria de
2047 igual a once unos. Luego f(n) puede tomar como maximo el valor 10. Pero
1023=2'"-1 tiene por expresion binaria exactamente 10 unos, luego el valor maximo de
f(n) es 10 cuando n<2001.

El ntimero 2°%!

—1 es el menor tal que su imagen es 2001, ya que su expresion binaria
tiene 2001 cifras, todas iguales a uno, y cualquier otro nimero distinto, cuya expresion
binaria contenga 2001 cifras, contendrd al menos un cero, con lo que su expresion

o , . , . 2001
binaria tendria por lo menos 2002 cifras, y el nimero seria mayor que 2 —1.

A veces puede ser interesante expresar los valores de la variable y de la imagen
en distinta base, como sucede en una posible solucion del problema 5 de la IV

Olimpiada Iberoamericana de Matematicas (1989):

Sea la funcion f definida sobre el conjunto {1,2,3,...} tal que
i. (D=1,
ii. f(2n+1)=f(2n)+1,
iii. f(2n)=3f(n).

Determinar el conjunto de valores que toma f.

La funcion fasocia, a un nimero n, una imagen f(n), de tal forma que la expresion en
base 3 de f(n) coincide con la expresion en base 2 de n. Demostrémoslo por induccioén
sobre el numero m de cifras binarias de n. Para m=1, el resultado es trivialmente cierto,
ya que 1 se expresa de igual forma en base 2 y en base 3. Si es resultado es cierto para
niimeros cuya expresion binaria tiene m cifras, sea p un nimero cuya expresion binaria

tiene m+1 cifras. Entonces, si es par, lo podemos escribir como 27, en cuyo caso

25



© Daniel Lasaosa Medarde (2007)

[Ap)=f(2n)=3f(n), es decir, la expresion ternaria de f(p) es igual a la expresion ternaria de
n seguida de un 0. Pero la expresion binaria de 2n es igual a la expresion binaria de »
seguida de un 0, luego como la expresion binaria de » y la ternaria de f{n) eran iguales,
también lo son la expresion binaria de p y la ternaria de f(p). De forma analoga, si p es
impar lo podemos escribir como 2n+1, en cuyo caso se tiene que f(p)=3f(n)+1, con lo
que la expresion ternaria de f{p) seria igual a la expresion ternaria de f{n) seguida de un
cero, a la cudl se le sumaria uno, es decir, seria igual a la expresion ternaria de f{n)
seguida de un uno. Pero la expresion binaria de 2n+1 también es igual a la expresion
binaria de n seguida de un uno, y hemos acabado.

Por lo tanto, la expresion ternaria de cualquier f{(n), al ser igual a la expresion binaria de
n, contiene sélo ceros y unos. Reciprocamente, si un nimero tiene en su expresion
ternaria s6lo ceros y unos, y n es el nimero cuya expresion binaria es igual a dicha
expresion ternaria (que existe, al contener ésta s6lo ceros y unos), entonces el niimero
dado se puede escribir como f{r). Luego el conjunto de valores que toma f es igual al
conjunto de enteros positivos cuya expresion en base 3 contiene solo ceros y unos, es
decir, es el conjunto de nimeros que se pueden escribir como suma de potencias

distintas de 3.

Como ultimo ejemplo para ilustrar la técnica del cambio de base, se propone el

problema 3 de la XXIX Olimpiada Matematica Internacional (1988)

Una funcion esta definida sobre los enteros positivos mediante
f)=1,  f3)=3,
fQ2n)=f(n),
f(4n+1)=2f(2n+1)—f(n),
f(4n+3)=3f(2n+1)-2f(n),
Para cada entero positivo n.

Determine el numero de enteros positivos n, menores o iguales que 1988, para los

que f{n)=n.
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Demostraremos por induccion que la expresion binaria de f{(n) es el resultado de tomar
la expresion binaria de # (sin afadir ceros a la izquierda) e invertir su orden. Asi, por
ejemplo, f{(11)=13, siendo la expresion binaria de 11 igual a 1011, y la de 13 igual a
1101; obviamente, también seria f{13)=11. Esto se puede comprobar sin mas que hallar
que f{11)=£(4-24+3)=3/(5)-2/(2)=15-2=13, donde f(5)=f(4-1+1)=2f(3)—-f(1)=6—1=5, y que
S(13)=f(4-3+1)=2{7)-f(3)=14-3=11, donde A7)=f(4-1+3)=3/(3)-2/(1)=9-2=7. El
resultado se demuestra muy facilmente para nimeros de hasta dos cifras binarias, ya que
A)=f(2)=1, siendo las expresiones binarias de 1 y 2 respectivamente iguales a 1 y 10 (al
invertir el orden en esta segunda queda 01=1), y f{(3)=3, siendo la expresion binaria de 3
igual a 11 (queda invariante al invertir su orden).

Supongamos entonces que la hipotesis de induccioén se cumple para nimeros de hasta m
cifras binarias. Entonces, sea un entero con m+1 cifras binarias. Si es par, lo podemos
llamar 2n, siendo n un entero positivo con m cifras binarias, y siendo la expresion
binaria de 27 igual a la de n seguida de 0. Luego el resultado de invertir la expresion
binaria de 2n es igual al resultado de invertir la expresion binaria de n (salvo un 0 a la
izquierda), con lo que su valor es igual a f{n)=f(2n). Si el entero de m+1 cifras binarias
es impar, lo podemos escribir como 4n+1 o 4n+3, donde n tiene m—1 cifras binarias y
2n+1 tiene m cifras binarias. Ahora bien, por hipétesis de induccion, f(2n+1) es el
resultado de invertir la expresion binaria de 2n+1, siendo esta ultima, antes de la
inversion, igual a la expresion binaria de n seguida de un 1. Luego A2n+1)=2""+An),
ya que el resultado de invertir la expresion binaria de 2n+1 es igual a un 1 seguido de la
expresion binaria de »n invertida, ocupando este 1 la primera posicion en una expresion

binaria de m cifras. Por lo tanto,
f(An+1)=2f(2n+1)-f(n)=2(f(2n+1)= f(n))+ f (n)=2"+ f (n),
f(4n+3)=3f(2n+1)=2f (n)=3(f(2n+1)= f(n))+ f(n)=3-2""+ f(n)
=2"+2""+ f(n).

Pero como f(n) es el resultado de invertir la expresion binaria de n, y por lo tanto tiene
m—1 cifras binarias, entonces f{4n+1)=2"+f(n) tiene por expresion binaria 10 seguido
del resultado de invertir la expresion binaria de #, o lo que es lo mismo, el resultado de
invertir lo que queda tras afiadir 01 al final de la expresion binaria de n, es decir, el

resultado de invertir la expresion binaria de 4n+1. Ademas, f(4n+3)=2"+2""4+(n) es el
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resultado de invertir lo que queda tras afiadir 11 al final de la expresion binaria de 7, es
decir, el resultado de invertir la expresion binaria de 4n+3, y hemos terminado.

Por lo tanto, los numeros tales que f(n)=n son aquellos cuya expresion binaria (sin
afadir ceros a la izquierda) es capicua o palindroma, es decir, que se lee igual al derecho
o al revés, y por lo tanto es invariante a inversion en su orden. Calculemos pues el
nimero de enteros menores o iguales que 1988 con expresion binaria capiclia, y esta es
la respuesta al problema. Para ello, consideremos que, si un numero tiene 2p cifras
binarias (sin ceros a la izquierda), y es capicua, entonces sus p primeras cifras
determinan biunivocamente las p ultimas, siendo ademas la primera y la ultima iguales
a 1. Luego hay p—1 cifras que pueden tomar cualquier valor, con lo que hay
exactamente 2””' tales numeros. Por lo tanto, como 1988 tiene expresion binaria
11111000010, con 11 cifras, hay 2*+2°+2°+2'+2°=2°-1=31 enteros cuya expresion
binaria es capicua y tienen 10, 8, 6, 4 y 2 cifras binarias. Obviamente, s6lo hay un
entero (que es 1) con expresion binaria de 1 cifra, y es capictia. Si un entero tiene un
numero impar 2p+1 de cifras binarias (p>1), entonces las p primeras determinan
biunivocamente las p Ultimas, siendo ademds la primera y la ultima iguales a 1.
Ademas, la cifra p+1-ésima puede tomar valores 0 o 1, al igual que las p—1 anteriores,
con lo que hay exactamente 27 enteros positivos distintos cuya expresion tiene 2p+1
cifras binarias y son capictias. Luego si tomamos los nimeros capictias con expresiones
binarias de 1, 3, 5, 7 y 9 cifras binarias, obtenemos 1+2+42%+2°+2%=31 enteros menores
que 1988 y con expresion binaria capiclia. Los Unicos nimeros enteros capictas
mayores que 1986 (que tiene por expresion binaria 11111000000), tienen obviamente
por expresiones binarias 11111011111y 11111111111, siendo iguales a 2047-2°=2015
y 2047, respectivamente, y son por lo tanto mayores que 1988. Cualquier otro nimero
capicua de 11 cifras binarias es menor que 1988. Luego hay 2°-2=30 tales niimeros,

con lo que hay un total de 31+31+30=92 nimeros menores o iguales que 1988 y tales

que f(n)=n.

28



© Daniel Lasaosa Medarde (2007)

6.- Induccion

Cada vez que tenemos alguna cantidad o expresion que depende de numeros
enteros, y existe una definicion recursiva, la induccioén puede ser un arma muy potente,
como se muestra en el Gltimo ejemplo que se presenta en esta leccion de preparacion
olimpica, en concreto el problema 6 de la XXII Olimpiada Matematica Internacional

(1981):

La funcion f{x,y) satisface
(1) f0)=p+1,
(2) fix+1,0)=f(x,1),
) fOc+1p+D)=flx flxt1,)),

para cualesquiera enteros no negativos x,y. Determine f{4,1981).

Es trivial comprobar por induccion que
f (1, y) =y+2.
El resultado es obvio para y=0, ya que aplicando (2),
f(1,0)=f(0,1)=1+1=0+2.
Si el resultado se cumple para x=1 y para un y dado, entonces aplicando (3),
F(Ly+1)=£(0,/(Ly))=f(Ly)+1=p+2+1=(y+1)+2.
Utilizando este resultado, y aplicando nuevamente (2),
£(2,0)=f(L1)=1+2=2-0+3.
Se demuestra entonces de forma sencilla por induccion que
f(2,y)=2y+3.
El resultado ha sido ya probado para y=0, y si se cumple para un y dado, entonces

aplicando (3) se obtiene
F(2y+0)=F(Lf(29)=/(2.y)+2=2y+3+2=2(p+1)+3.
Aplicando nuevamente (2),
£(3,0)=f(2,1)=2-1+3=2""-3.

Se puede entonces demostrar por induccion que
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1(3.y)= 23 -3,
El resultado ha sido ya probado para y=0, y si se cumple para un y dado, entonces

aplicando (3) se obtiene
fBy+1)=7(2.1(3.7))=2/(3.»)+3=2"-6+3=2""" -3,
Tenemos entonces finalmente que
f(4,0)=f(3,1)=2"-3=2" -3.
Se demuestra entonces por induccion que
f(4y)=2" -3,

donde la torre de doses tiene y+3 doses. El resultado ya ha sido probado para y=0, y si

es cierto para algun y, entonces aplicando (3),
F(4+1)= £ (3. f (4y)) =2/ 23207 59 32927 _3,

donde la torre de doses tiene un dos mas que en el caso de y, es decir, tiene (y+1)+3

doses, y hemos acabado. Luego
£(4.1981)=2"" -3,

donde la torre de doses tiene 1984 doses.

Referencias: Varios de los problemas propuestos en las Olimpiadas Matematicas Espafiola,

Iberoamericana e Internacional se pueden encontrar en http://platea.pntic.mec.es/csanchez/olimmain.htm,

http://www.oei.es/oim/problemas.htm y http://imo.math.ca, respectivamente.
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