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2.Introduccién

La geometria del tridangulo, hoy practicamente en grave peligro de extincién,
tiene su continuacién natural en el espacio tridimensional en el estudio de las
propiedades del poliedro més simple, el tetraedro. El hecho de que los mecanis-
mos articulados sean objetos tridimensionales me sugirié la idea de desarrollar
algunas propiedades del tetraedro, que espero no sean del todo conocidas. Al-
gunas de ellas serdn la generalizacién de las correspondientes del tridngulo, pero
hay otras bastante diferentes.

En lo que sigue, ABCD serd un tetraedro, de aristas

BC=a,CA=b,AB=c,DA=d,DB=V,DC =¢.

BC y DA son aristas opuestas; lo mismo que CA y DB, AB y DC.

El dngulo diedro de arista AB se denotard AB.

El dngulo triedro de vértice A se denotard, cuando no haya lugar a confusién,
por A.



El drea de la cara ABC se denotard por Sapc = Sp.

El plano BCD, es decir, la cara opuesta al vértice A, se denotard por A7.

Algunas definiciones :

Mediana : une un vértice con el baricentro de la cara opuesta.

Bimediana : une los puntos medios de dos aristas opuestas.

Bialtura: es la perpendicular comiin a dos aristas opuestas.

Altura: es la perpendicular trazada desde un vértice a la cara opuesta.

Bisectriz : es la intersecciéon de dos planos bisectores de diedros que tienen
una cara comun.

Un primer resultado que se diferencia del caso del tridngulo es que,
en general, las alturas de un tetraedro no se intersecan en un punto.

Cuando las alturas no son concurrentes, son las generatrices de un hiper-
boloide alabeado.

Tetraedros especiales : por las propiedades de las caras

Tetraedro isofacial : es la pirdmide triangular regular ; una cara es un
tridngulo equildtero y las otras tres son tridngulos isésceles.

Tetraedro equifacial : las caras son tridngulos de la misma drea; esto equivale
a que tengan perimetros iguales y a su vez, que sean tridngulos iguales.

Tetraedro regular : sus cuatro caras son tridngulos equildteros.

Tetraedro trirrectdngulo : tres de sus caras son tridngulos rectdngulos con
un vértice comun.

Por las aristas :

Tetraedro equifacial : sus aristas opuestas son iguales.

Tetraedro ortocéntrico : Las sumas de los cuadrados de aristas opuestas son
iguales.

Tetraedro de Crelle ( o esqueleto, segun la tradicion escolar rusa) : las sumas
de aristas opuestas son iguales.

Tetraedro isodindmico : Los productos de aristas opuestas son iguales.

Algunas propiedades generales del tetraedro.

- Las bimedianas concurren en el centro de gravedad G del tetraedro, que es
el punto medio de cada bimediana.Las medianas también son concurrentes en
este punto.

Si llamamos G; al baricentro de la cara opuesta al vértice A;, se verifica la
relacién -teorema de Federigo Commandino (1509-1575); el teorema es de 1565,
y la obra De centro gravitatis solidorum - segin Altshiller Court, donde se dan
dos demostraciones del resultado:

GA;
GG;

(Demostracion en Miculita, pg.60-61, utilizando la relacién de van Aubel en
tetraedros)

- -3.




- Las longitudes de las medianas y bimedianas de un tetraedro estdn dadas
por las férmulas siguientes: para las medianas

302+ a, +a3) — (a3, + a2, + a3, )
9

7{i’j’ h’ k} = {1’27 37 4}

m; =

y ademds se cumplen las relaciones

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
my+my+m3+my = (afy + afs + aly + a3z + a3y + a3y)

=~ W =

GAT +GAJ+ GAT + GA] = (aiy +als +afy + a3y + a3y + a3y)

La suma de las longitudes de las medianas estd comprendida entre los 4/9 y
los 2/3 de la suma de las longitudes de las aristas del tetraedro.

Por su parte, la longitud de la bimediana estd dada por

2 2 2 2 2 2
(aih + ag, +aj, + a‘k) — (a3; +ajy)
m, = g 4] ! . {i g bk} ={1,2,3,4}.

Y se tiene

1
2 2 2 2 2 2 2 2 2
Miy + Mi3 +miy = 1 (a12 + aj3 + ajy + azs + ayy + CL34) .

Ademis, la suma de las longitudes de las bimedianas estd comprendida en-
tre la cuarta parte y la mitad de la suma de las longitudes de las aristas del
tetraedro.

- La siguiente relacién entre las longitudes de las alturas y de las bialturas en
un tetraedro aparece en Mathematics Magazine (1993) y sus autores aseguran
no haberla encontrado citada antes en la literatura :

Si h; son las cuatro alturas y b; las tres bialturas, se verifica

1+1+1+171+1+1

iRt e e et e
Bastante sorprendentemente, la demostracion es facil con calculo vectorial;

pero el resultado no es nuevo: es un ejercicio resuelto en la coleccién de proble-

mas (en ruso : Zadachi po stereometrii) de Prasolov y Sharigin, 1989.

- El punto de Monge del tetraedro : Los planos trazados por los puntos
medios de las aristas, perpendiculares a las aristas opuestas, concurren en un
punto, que es simétrico del centro de la esfera circunscrita respecto del centro
de gravedad. Este es el punto de Monge o anticentro del tetraedro, y esos
planos son los planos antimediadores del tetraedro.(G.Monge, 1811).El punto



de Monge es el centro del hiperboloide alabeado del que son generatrices las
alturas no concurrentes en un tetraedro no ortocéntrico.

Esferas asociadas a un tetraedro

- La esfera circunscrita. Pasa por los cuatro vértices del tetraedro; su centro
O es la interseccién de los planos mediadores de las seis aristas.

En la bibliografia a mi alcance, en los libros de Miculita y Branzei se da
una férmula para calcular su radio R. Es una aplicacién muy elegante de la
inversién en el espacio, obtenida independientemente por Crelle y Staudt. En la
revista Nouvelles Annales de mathématiques, 187/, aparece una expresion para
el radio, en funcién de las longitudes de las aristas (G.Dostor).

Usaremos la notacién especial siguiente : Tetraedro A; As A3Ay, de aristas
A;Aj; en particular nos interesaran

a; = A;Ay
y si B; son puntos situados en A4A;, consideraremos B;Ay.
Entonces utilizaremos un resultado de proporcionalidad conocido:

D(A1A2A3A4) _ ai - a - as
v(B1ByB3Ay)  BiAy- ByAy- BsAy'

con las notaciones anteriores (aqui, v(...) es el volumen).

Entonces vamos a demostrar el siguiente resultado :

Dado el tetraedro (A) = A;AsA3A4, de aristas a;; = A;A;, volumen V,
radio de la esfera circunscrita R, existe un tridgngulo (B) = B; B3 Bs cuyos lados
respectivamente opuestos a By, By, B3 son

a23 - G14, (G13°0A24, A12°0A34.

En efecto, consideremos la inversién de polo A4 y potencia

k= a4 - az4 - az4;

esta inversion transforma la esfera circunscrita(de centro O) al tetraedro (A)
en un plano 7 perpendicular a OAy,y a una distancia de A4 igual a

_ k _aia-ag-ag
2R 2R ’

el transformado de O es un punto P € m, y los transformados de A1, A, As
son Bi, Bs, Bs, respectivamente. Por la astuta forma de definir la inversién, se
tiene

d

MA4BZ =k=a14 an 34,

y de aqui obtenemos

AyBi = a4 - a3q, AsBy =a14-a34, AsB3 = ais-aa.



y podemos escribir
AgA; ALA;
A4Bj o 1443,57
Los tridngulos A4A;A; y A4B;B; son semejantes (la restriccién de la inver-
sién al plano de esos tridngulos es una inversién plana) y podemos completar
las razones anteriores con los terceros lados :
AgA;  AgAy AGA;
A4B;  A4B;  B;Bj’
y la segunda de las proporciones nos permite encontrar las longitudes de los
lados del tridéngulo By B2 Bs :

i # j.

7]

423 - A14 * A34

B2B3 = ————— = Q14 * A23 — b1
a34

BiBy = aj2-a34 =bs3

BiBs = ai3-a24 =by

que es lo anunciado.
Ahora estamos en condiciones de calcular el radio R. Llamando ¢ al semi-

perfmetro de (B), se tiene, por una parte,

S(B1B2Bs) =/t (t —by) (t — ba) (t — b3);

1
’U(BlBQBgA4) = gS (BlBQBg) . A4P =

1 Q14 - (24 - (34
= 3\/t(t b1) (t —ba) (t — b3) R ;

pero la relacién entre los voliimenes de los dos tetraedros da

v(A1 Ay A3 Ay) _ Q14 - Q24 - Q34 _ 1
v(B1ByB3As)  BiAy- BaAy-B3Ay  ais-ags-azs’

asi que finalmente se obtiene

_ VE(E—=b1) (t Do) (t = b3)
R = G .

(como los lados del triangulo (B) se expresan como producto de dos aristas de
(A), el radicando es de dimension 8, y su raiz cuadrada de dimensidn 4, mientras
que el denominador (el volumen) es de dimension 8; la formula anterior es

dimensionalmente correcta,).
La férmula que acabamos de obtener es la generalizacién de la correspondi-

ente al tridngulo:




abe
R - E.

- El radio de la esfera inscrita en un tetraedro vale
3V
r= ;
Sa+Sp+Sc+Sp

generalizacién de la correpondiente férmula para los tridngulos

r=—
p
como es sabido, un tridngulo tiene 4 circulos tritangentes, el circulo inscrito y los
tres circulos exinscritos; en el caso del tetraedro, el problema de la determinacién
de las esferas cuadritangentes, es decir, tangentes a los cuatro planos de las caras
del tetraedro, tiene como méximo 8 soluciones; ademds de la esfera inscrita se
tienen las esferas exinscritas a las caras A?, de radios

T

3V
= L7, hk={1,2,3,4
S G+ G o5 LA =128 4

y las esferas exinscritas a las caras A'yA?, de radios

o 3V
S+ S-S5,

;{iajahak} = {1727374}‘

En este tltimo caso, para que exista esfera exinscrita a las caras Ay A7 tiene
que verificarse la condicién Sy, + S — S; —S; > 0.

En relacion con las esferas tangentes a los planos del tetraedro, se verifica el
siguiente resultado : (Branzei-Anita-Cocea, pg.148)

En el tetraedro ABCD

a)Existen a lo sumo 8 esferas tangentes a los planos A', Bf, Cf, D7,

b)Existen siete esferas tangentes a esos planos si y sélo si existen dos parejas
de caras distintas que tienen igual la suma de sus dreas.

c)Existen seis esferas tangentes a los planos si y sélo si de las cuatro dreas
de las caras, dos a dos son iguales.

d)Existen cinco esferas tangentes a los planos si y solo si el tetraedro es
equifacial.

- La distancia entre el baricentro del tetraedro y el centro de la esfera cir-
cunscrita estd dada por

1
OG* = R — 6 (6@2 +afs3 + aly + a3z + a3, + a§4)



- Mientras en el tridngulo existe una relacién bien conocida (el teorema de
Euler) que relaciona la distancia entre el circuncentro y el incentro con los radios
de las circunferencias inscrita y circunscrita (a saber, I0? = R(R —2r) ), en
el tetraedro no ocurre lo mismo, salvo que se impongan condiciones especiales;
en Mathesis, 1924, p.256, Cl. Servais demostraba que, en general, no existe tal
relacién, refutando la afirmacién hecha un siglo antes por Durrande. Cuando el
tetraedro es tal que A, I, O estdn alineados, entonces

I10? = (R+r) (R —3r).

Observacion : Durrande es el descubridor de una relacion entre la distan-
cia de I a O y los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un
cuadrildtero bicéntrico, es decir, que admite un circulo inscrito y uno circun-
scrito; tal relacion es la siguiente:

PR AR,
que se puede escribir también como (teorema de Fuss)

1 1 1

2 (R+d)? * (R—d)*’

que generaliza la correspondiente al tridngulo, y que es probablemente de
Euler :

1 1 1

r T Ryd T R-d

Otras esferas relacionadas con el tetraedro

Andlogas al circulo de los 9 puntos

- La esfera de los doce puntos. Pasa por los centros de gravedad de las caras
(4), por los puntos situados a 1/3 de las distancias del punto de Monge a los vér-
tices(4) y por las proyecciones de esos puntos sobre las caras correpondientes(4).
Su radio es R/3; su centro E (de Euler) es el transformado de O en la homotecia
de centro G y razén 1/3.

Los puntos O,G,E y M (de Monge) forman una cuaterna armoénica en la
recta de Euler del tetraedro.

- La esfera (O"”)de los diez y seis puntos. Pasa por las proyecciones del
circuncentro O sobre las caras del tetraedro, O, Oy, O, O4. Estos cuatro puntos
son los centros de los circuncirculos de las caras. Consideremos las cuatro esferas
que tienen esos circuncirculos como secciones diametrales. El centro radical O’
de estas cuatro esferas es el punto isogonal de O con respecto al tetraedro. Luego
las proyecciones de O’ sobre las caras del tetraedro estdn en la esfera (O”). Los
puntos simétricos, con respecto a O”, de las 8 proyecciones de O y O’ sobre las
caras del tetraedro, estdn en (O”).



Cuando se consideran tetraedros especiales, se definen otras esferas. Lo
iremos viendo en cada caso.

Extension al tetraedro de los puntos isogonales. Teorema de Steiner

Definicién.-Los planos (PA;A;) y (QA;A;) son isogonales respecto al diedro
de arista a;; en el tetraedro (A) = A1 A2A3A, cuando son simétricos respecto
del plano bisector de este diedro.

Esos planos son isogonales si y sélo si forman, con los planos (A") y (AF),
respectivamente, diedros congruentes, para {i,j,h,k} = {1,2,3,4}. Llamando
P;,Q; a las proyecciones de los puntos P y Q sobre el plano (A?), se verifica la
proposicién :

Teorema : Los planos (PA;A4;) y (QA;A;) son isogonales si y sélo si

PP, -QQn = PPy - QQy.

Teorema de Steiner

Se considera un tetraedro ABCD y los puntos E y F sobre la recta AD.
La condicién necesaria y suficiente para que los planos (BCE) (BCF) sean
isogonales es que se verifique la relacién siguiente :

EA-FA-(S4)?=ED-FD-(Sp)?

Este teorema extiende al espacio la relacion de Steiner sobre puntos isogo-
nales en el tridngulo, y al mismo tiempo generaliza el teorema del plano bisector,
de Gergonne, que dice que el plano bisector de un diedro en el tetraedro ABCD
divide a la arista opuesta en la razon de las dreas de las caras que forman el
diedro; a su vez, este resultado generaliza el teorema de la bisectriz en un tridn-
gulo.

También se verifica el resultado siguiente :

Teorema :Si (A) es un tetraedro y P es un punto arbitrario,distinto de los
vértices, entonces los isogonales de los planos (PA;A;) respecto de los diedros
de aristas a;; del tetraedro (A) son concurrentes en un punto Q.

P y Q son isogonales conjugados, extensién al tetraedro del correpondiente
concepto en el tridngulo.

Una definicién alternativa del isogonal de un punto interior a un tetraedro
estd dada en el siguiente resultado (Branzei-Anita-Cocea, p. 176):

Teorema : Sea ABCD un tetraedro y M un punto interior. Existe un unico
punto M’, tal que, para toda permutacién (X,Y,Z,U) de los vértices (A,B,C,D),
se verifican las siguientes igualdades de dngulos diedros:

M()’(?)Z:U()??)M'; M()??)U:Z()??)M'.

Los puntos M y M’ se llaman isogonales con respecto al tetraedro dado.



El punto de L’Huillier (o primer punto de Lemoine) del tetraedro

Sea ABCD un tetraedro.

Existe un punto K interior al tetraedro, tal que la suma de los cuadrados
de sus distancias a las caras del tetraedro es minima. K se llama punto de
L’Huillier o primer punto de Lemoine.

K es el isogonal del centro de gravedad del tetraedro.

Si (BCK)N AD = E, entonces se verifica

AE - (S4)* = ED-(Sp)*.

Este resultado generaliza al tetraedro el teorema de Lemoine para el tridn-
gulo; el punto de Lemoine del tridngulo es el de concurrencia de las simedianas,
es decir, las rectas simétricas de las medianas respecto de las bisectrices. Cada
simediana divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los cuadra-
dos de los lados adyacentes.

- Las 8 proyecciones, sobre las caras de un tetraedro, de dos puntos isogo-
nales, estdn en una esfera cuyo centro es el punto medio del segmento determi-
nado por los puntos isogonales. Esta es la esfera de los 8 puntos.

- El conjunto de puntos del espacio cuyo isogonal respecto de un tetraedro no
estd determinado es una superficie (llamada superficie de Sartiaux del tetraedro)
cuya ecuacién en coordenadas baricéntricas es

52 82 §2 52
Z1 + 22 4 23 T 4
x1 T2 €3 T4

:0’

y en coordenadas normales (proporcionales a las distancias del punto a las
caras del tetraedro),

En el caso del tridngulo, ese lugar geométrico es el circulo circunscrito.La
generalizacion al tetraedro del teorema de Simson para el tridngulo es la siguiente

Las proyecciones de un punto del espacio sobre los planos de las caras de un
tetraedro son puntos coplanarios si y sélo si el punto pertenece a la superficie
de Sartiaux del tetraedro, y ese plano se llama plano de Simson del tetraedro.

A .Sartiaux defini6 esta superficie en un problema publicado en Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 1866, cuando era alumno de 1'Ecole Polytechnique.El
problema es una generalizaciéon de otro publicado por Beltrami en la misma
revista, y dice lo siguiente:

Los puntos que dividen a los 28 segmentos que unen dos a dos los centros de
las 8 esferas inscritas en un tetraedro cualquiera en la razén de las distancias
de esos centros a un plano fijo, estdn sobre una superficie de tercer orden que
contiene a las aristas del tetraedro. (Cuando el plano fijo es el plano del infinito
se tiene el problema de Beltrami)



Definicién:El isogonal de un plano mediano de un tetraedro se llama plano
simediano.

Como los planos medianos de un tetraedro concurren en el centro de gravedad,
los planos simedianos concurren en un punto K, llamado punto simediano (o
primer punto de Lemoine) del tetraedro, o punto de L’Huillier.

El punto simediano es el punto cuya suma de los cuadrados de las distancias
a las caras del tetraedro es minima.

La superficie de Sartiaux de un tetraedro es el lugar geométrico de los puntos
del espacio cuyos planos polares pasan por el punto simediano del tetraedro.

El Teorema de Desargues para tetraedros
Poncelet demostré el siguiente resultado:

Si para los tetraedros ABCD y A’B’C’D’ las rectas AA’,BB’,CC’ y DD’ son
concurrentes en un punto O, y los planos correspondientes se intersecan segun
las rectas

a=A"nAY bv=B'nBY c=c/nc'f,d=D'nD",

entonces las rectas a,b,c d son coplanarias.

O es el centro de la homologia y el plano que contiene a las rectas es el plano
de homologia. Una demostracién se puede encontrar en el libro de Branzei,
Anita y Cocea, pg.171.

3. Tetraedro ortocéntrico

Las propiedades siguientes son equivalentes :

1.- Las alturas de un tetraedro se cortan en un punto comun.
2-AD 1 BC,AB 1L CDy AC 1 BD.

3.- (Feuerbach, 1827)

AB? + CD? = AC? + BD? = AD? + BC?.

4.- Las tres bimedianas son iguales.
5.- Existe una constante k tal que

DA-DB-cos ADB = DB - DC - cos BDC = DC - DA - cos CDA = k

6.- (Vecten, 1817) La proyeccién ortogonal de cada vértice sobre la cara
opuesta es el ortocentro de dicha cara.

El esquema de la demostracién es el siguiente :
—
—

10



Otras propiedades de los tetraedros ortocéntricos

a) Si ABCD es ortocéntrico, al menos una de sus caras es un tridngulo
acutangulo.

b) Si ABCD es ortocéntrico, de ortocentro H, baricentro G y centro de la
esfera circunscrita O, entonces : i) G es el punto medio de OH (es decir, H
coincide con el punto de Monge). ii) Las perpendiculares a las caras trazadas
por sus respectivos centros de gravedad se cortan en un punto I'; alineado con
Gy Hytal que HI' =2-TO.

c¢) Si ABCD es ortocéntrico, existe una esfera 3o que contiene a los orto-
centros y baricentros de las caras.Esta es la llamada Segunda esfera de los 12
puntos de un tetraedro ortocéntrico. El centro de esta esfera es un punto €2 de
la recta de Euler OH, y su radio es 1/3 del radio R de la esfera circunscrita. Xy
divide a los segmentos HA,HB,HC,HD en la proporcién 1:2 (Jacobi, 1834)

La primera esfera de los 12 puntos del tetraedro ortocéntrico pasa por los
puntos medios de las aristas y por los pies de las bialturas.

d) Si ABCD es ortocéntrico, los productos de aristas opuestas son inversa-
mente proporcionales a las distancias entre las rectas que las contienen.

e) Si ABCD es ortocéntrico,

AB?.CD?+ AC? - BD* + AD? - BC? = 4 (S5 + S% + SZ + 5%)) .

f) OH:%(OA—&-OB—FOC’—FOD)

g)Los puntos medios de las aristas de un tetraedro ortocéntrico estdn en una
esfera de centro G y radio %\/ AB? + CD?, llamada esfera de Vogt, o esfera de
los 24 puntos del tetraedro ortocéntrico.Esta esfera corta a las caras del tetraedro
segln los circulos de los 9 puntos de cada cara.Los 24 puntos son: en cada arista,
los puntos medios y los pies de las alturas de cada cara (12); y los puntos medios
de los segmentos BHy,CHy, DH; (siendo H; el ortocentro de BCD), en cada
cara (12).

4.Tetraedro equifacial
El tetraedro equifacial es a los tetraedros lo que el tridngulo equildtero es a
los tridngulos.

Las siguientes proposiciones son equivalentes :

1.- Las cuatro caras tienen la misma &drea

2.- Las cuatro alturas son iguales

3.- Las parejas de aristas opuestas son iguales
4.- Los cuatro éngulos triedros son iguales.
5.- Los dngulos diedros opuestos son iguales :

AB =CD,AC = BD,AD = BC.

6.- Los senos de los dngulos triedros son iguales

11



Op=0pB =0 =0DpD.

7.- Si G, O, I son el baricentro, el centro de la esfera circunscrita y el centro
de la esfera inscrita, entonces al menos dos de estos tres puntos coinciden.

Otras propiedades de los tetraedros equifaciales

El circulo de los 9 puntos de cualquier tridngulo se extiende a la esfera de
los doce puntos. Esos doce puntos son :

- 4 proyecciones ortogonales A’ B’,C’,D’ de cada vértice sobre la cara opuesta.

- 4 puntos medios de las alturas, A”,B”,C” D”.

- 4 ortocentros de las caras Hq, Hg, Ho, Hp.

(En el caso del tetraedro ortocéntrico, los cuatro primeros y los cuatro ulti-

mos coinciden)
El centro de la esfera es G, y su radio v R% — 8r2.

SiSa,SB,Sc,Sp son las esferas exinscritas, de radios respectivos rq, s, T'c, Td,
entonces ABCD es equifacial siy sélo sirqy =1, =71, =14

Esto significa que en un tetraedro equifacial sélo hay cinco esferas cuadri-
tangentes.

En un tetraedro equifacial ABCD, la esfera exinscrita S4, de centro I,, tiene
los siguientes puntos de tangencia :

- con la cara opuesta a A, el ortocentro del tridangulo BCD.

- con el plano opuesto a B, el punto E diametralmente opuesto a A en el
circulo O circunscrito al tridngulo ACD.

En un tetraedro equifacial, O = G = I = M = FE, y reciprocamente, si dos
de estos puntos coinciden, el tetraedro es equifacial.

En un tetraedro equifacial, la suma de las distancias de un punto interior a
las caras del tetraedro es constante (generalizacién del teorema de Viviani para
el tridngulo equildtero).

5. Tetraedro trirrectangulo

ABCD es trirrectdangulo en D si dos cualesquiera de las rectas DA, DB,DC
son perpendiculares.

Un tetraedro trirrectdngulo es siempre ortocéntrico.

Las propiedades de este tetraedro generalizan las propiedades métricas de
los tridngulos rectdngulos.

Notacién especial en este caso

H serd el ortocentro de ABC y E la proyeccién ortogonal de D sobre BC.
Los lados de ABC serédn a,b,c.

S4 serd el drea de la cara opuesta a A.
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Propiedades de los tetraedros trirrectdangulos
Si ABCD es trirrectdngulo en D,

i) DH 2= DA™?+ DB~2 + DC~? (Generalizacién del teorema del cateto;
el reciproco no es cierto)

ii) cos? HDA + cos? HDB + cos>? HDC = 1

iii)cos2 BC + cos? CA + cos? AB = 1

iv) (Sppc)’ = Sasc - Supe (el reciproco no es cierto)

v) (Desargues, 1699)

(Sa)® + (SB)* + (Sc)? = (Sp)*

(generalizacion del teorema de Pitdgoras)

vi) ABCD trirrectdngulo en D si y sélo si se verifican las tres relaciones

2DA? = P+ -d?
2DB? = a®> -+
2DC? = a? 4+ -2

6. Tetraedro de Crelle (o esqueleto, o circumscriptible)

Es aquél tal que existe una esfera tangente a las 6 aristas (esfera hexatan-
gente)

Las propiedades siguientes son equivalentes :

1.- ABCD es un tetraedro de Crelle
2- AD+ BC = AC + BD = AB+ CD (Crelle, 1821)
3.- Entre los dngulos diedros se verifica la relacién

AB+CD = AC + BD = AD + BC.

Propiedades

a) En un tetraedro de Crelle, con BC = ag3, CA = a3, AB = a12, volumen
V y radio p de la esfera tangente a las seis aristas, se verifica

3Vp = 2ﬁ1t2t3t4

donde t; es la distancia del vértice A a los puntos de tangencia de la esfera
hexatangente con las tres aristas del tetraedro que concurren en A, y notaciones
andlogas para los demds (G. Dostor, 1874).

b) En un tetraedro de Crelle, los tres segmentos que unen los puntos de
contacto de la esfera de Crelle con las aristas opuestas son concurrentes.
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¢)En un tetraedro de Crelle los cuatro circulos inscritos de las cuatro caras
estan en la misma esfera, y cada uno de ellos es tangente a los otros tres.

Reciprocamente, si los incirculos de dos de las caras de un tetraedro son
tangentes, cada uno, a los de las tres restantes, el tetraedro es de Crelle.

d)Sean p, q,r, s las longitudes de las tangentes desde A,B,C y D a la esfera
tangente a las aristas. Entonces

AB=p+q,BC=q+r,CA=r+np.

Se puede probar (Altshiller, p.296-297) que si llamamos d al inradio de ABC,
se tiene

1 1 1 1

2 g rp pq’
v que, si a, b, ¢ son los inradios de BCD,CDA y DAB, entonces

1+1+1+1_21+1+1+1+1+1
a2 b2 2 A2 “\pg pr ps qr gqs rs)’

7. Tetraedro isodindmico (o incéntrico)

Se llama tetraedro incéntrico o isodindmico un tetraedro (A) tal que las
rectas A;I;, que unen los vértices con los incentros de las caras opuesta, son
concurrentes.

Las siguientes proposiciones son equivalentes :

1.- El tetraedro es isodindmico.
2.- Los productos de pares de aristas opuestas son iguales :

a12 - G434 = A13 - Q24 = A14 * Q23

3.- Los productos de los senos de los diedros opuestos son iguales.
Otras propiedades de los tetraedros isodinamicos

a)Un tetraedro isodindmico es isofacial si y sélo si es ortocéntrico.

b)Un tetraedro isodindmico es isofacial si y sélo si es de Crelle.

¢)El cardcter de isodindmico de un tetraedro es invariante por inversién.

d)Si ABCD es isodindmico, existe al menos un punto W tal que los tetrae-
dros ABCW,WBCD,AWCD,ABWD son isodindmicos.Este punto W es el punto
isodindmico.

En general existen dos puntos isodindmicos en un tetraedro isodindmico;
ambos son inversos con respecto a la esfera circunscrita al tetraedro. Si sélo hay
un punto isodindmico, entonces ABCD es regular, y W coincide con el centro O
de la esfera circunscrita.
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Esferas de Lucas de un tetraedro isodindmico

Victor Thébault (Mathesis 1936) generalizé al tetraedro el problema de los
llamados circulos de Lucas para el tridngulo : dado el tridngulo ABC, determinar
tres circulos, tangentes al circuncirculo interiormente en A,B y C, y tangentes
exteriormente entre si, dos a dos.

La construccién de los circulos en el plano es sorprendentemente sencilla,
usando la homotecia.

Dado el tetraedro ABCD, de aristas

BC =a,CA=b,AB=c,DA=d ,DB=V,DC =¢

inscrito en la esfera (O) de radio R, estudiaremos cuando es posible construir
cuatro esferas wg, wp, we, wq , Mutuamente tangentes tres a tres, y ademds tan-
gentes interiores a (O) en A,B,C, y D. Sean p,, py, ., Pg Sus radios respectivos.

La generalizacién a una esfera de la férmula que da la longitud de la tangente
comun exterior a dos circunferencias es

2
a
Apppe = 73 (R—pp) (R=p,.)

y cinco férmulas andlogas, que cuando se multiplican agrupdndolas conve-
nientemente dan nada menos que

16R*
PaPbPcPd _ (CLCLI)2 _ (bb/)2 _ (001)2.
(R = pa) (R —pp) (R —p.) (R—pg)
Y esto significa que una condicién necesaria (que también es suficiente) para
que existan esas cuatro esferas es que el tetraedro sea isodindmico.
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