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En este articulo se presenta una nueva prueba del teorema que el matematico Blaise
Pascal (1623 — 1662) obtuviera a la edad de 16 anos, sobre la colinealidad de las inter-
secciones de los lados opuestos de un hexagono.

Comunmente tal resultado es conocido como el teorema del hexagrama mistico.
Con el fin de que tal teorema pueda ser presentado a alumnos de la escuela secundaria,
requerimos un teorema previo de J. J. A. Mathieu sobre las rectas isogonales que
generalmente se demuestra usando el teorema reiproco del teorema de Ceva en su
forma trigonométrica, pero que ahora probaremos también por un nuevo camino para
asegurar la prueba elemental del teorema de Pascal.

Definicién (Conjugadas Isogonales)

Sean OX y OX' rayos que pasan por el vértice O del dngulo MON simétricos con
respecto a la bisectriz del angulo MON. Entonces OX y OX’ se llaman par de rectas
isogonales para el angulo MON.

Figura 1: Se cumple que =z =y



Teorema (J. J. A. Mathieu)

Si BP y BQ son conjugadas isogonales del dngulo CBA del tridngulo ABC, y
también CP y CQ son conjugadas isogonales para el angulo AC' B, entonces AQ y AP
son conjugadas isogonales para el dngulo BAC.

Figura 2: Concurrencia de conjugadas isogonales

Prueba

Prolonguemos BP hasta G de modo que los trangulos BQA y BCG sean seme-
jantes, luego: m/BGC = m/BAQ = y.
De alli: BC = BQ -ky BG = AB -k y como mZCBQ = m/PBA, tendremos que
los tridngulos CBQ y GBA también serdan semejantes, entonces mZBC(Q = m/BGA,
pero como mZBCQ = m/ZPCA tenemos que el cuadrilatero CPAG es inscriptible,
entonces: m/PGC = m/PAC, es decir x = y.

Finalmente agregaremos que este documento ha sido elaborado de acuerdo a la de-
mostracién del teorema de Pascal que aparecié por primera vez en el libro FORMAS
Y NUMEROS - La geometria en las Olimpiadas Matemadticas - (pdg. 270), publicada
por la Universidad de Ciencias y Humanidades de Pert en enero del 2010.

Teorema de Blaise Pascal

Los puntos P, Y, X de interseccién de los tres pares de lados opuestos AQ y BZ,
BCy AR, QCy RZ, de un hexdgono (no necesariamente convexo), AQCBZ R, inscrito
en una circunferencia estdn en una recta.’.

'En general el teorema es vélido para cualquier cénica y la prueba del teorema general se puede
reducir a la forma que mostramos a continuacién luego de realizar una conveniente proyeccién de la
cénica en algin plano



Figura 3: Pascal y las medidas angulares

La Prueba

Los tridngulos ABY y CRY son semejantes, pero P y X no son homdélogos, entonces
construimos el punto X’ que sea el homdlogo de P, luego m/RY X' = m/BY P =0,
por el teorema anterior mZ XY C serd igual a 6 y por lo tanto P, Y, X son colineales.
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