LA DESIGUALDAD DE EULER
A PARTIR DE OTRAS DESIGUALDADES ENTRE ELEMENTOS DE UN
TRIANGULO.

De la identidad O =R(R-2r) en la que | y O designan,
respectivamente, el incentro y €l circuncentro de un tridngulo, R €l radio de su
circunferencia circunscrita y r el de su circunferencia inscrita, atribuida a Euler
(1765) toda vez que fue obtenida por W. Chapple (1746), se deduce
Inmediatamente la muy conocida desigualdad de Euler

R3 2r
verificandose laigualdad si y solo si €l triangulo es equilétero.

Esta ubicua desigualdad conserva su carécter emblematico en el campo de
las desigual dades geométricas porque es simple pero no por ello trivial. Indica su
prevalencia el hecho de que es equivalente a una larga lista de desigualdades
entre elementos de un tridngulo, entre otras, las siguientes (aqui y en todo lo que

sigue las notaciones son las habituales para un tridngulo ABC):
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donde r,, r,, r.y h,, h , h, son los respectivos radios de las circunferencias
excritasy las alturas de DABC.



El propdsito de este articulo es establecer determinadas desigualdades
geométricas y deducir de ellas la desigualdad de Euler.
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Sustituimos Ry r en funcion de las longitudes de los lados del tridngulo y
obtenemos equivalentemente:

abc
4Js(s- a)(s- bfs-c) ;b ¢
\/(s- a)s-b)(s-c) c b
0 Seq,
abc , b?+c?
A(s- a)(s- b)(s-c)  be
es decir,

ab?c? 3 4o? +¢?)s- a)(s- b)(s- ).
Si ponemos Xx=s- a3 0, y=s-b30i z=s- c3 0, (geométricamente,

éstos son los segmentos en que los puntos de tangencia de la circunferencia
inscritadividen los lados del tridngulo) esta Ultima desigualdad se convierte en

(y+2)(x+2)*(x+y)*s 4‘(X +2z) +(x+ y)Txyz
(

O (y+2)(x+2f(x+y)*- 4 (x+2)* +(x+y) [xyz? 0

O ylx+2) (x+y) +zx+ 2 (x+y) - axyz(x+2)° - axyz{x+y)* 2 0
O  y(x+y) [(x +2)° - 4xz]+ z(x+ z)° [(x +y) - 4xy]3 0

O y(x+y)P(x- 2 +z(x+2)°(x- yy 2 0.

Se verifica laigualdad si y sdlosi x-z=0y x-y=0, sy solos
x=y=2z, siysolosia=b=c, siysolosi el triangulo es equilatero.

Para obtener la desigualdad de Euler solo resta aplicar un resultado

elemental: ss a y b son nimeros reales positivos, entonces %+E3 2,

a
verificandose laigualdad si y s0lo si a=b . Esto es inmediato, pero constituye

un teorema fundamental paralas desigualdades.
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Tenemos en cuenta que m,” :M y sucesivamente obtenemos:
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bc? 3 4r2[2(b2 +cz)- a2]

h2c? 3 4(5' a)(s's b)(S- C)[Z(bz +C2)- az]

bic?s- 4(s- a)(s- b)s- c)2(b? +c?)- a?]* 0
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Ponemos de nuevo x=s-a, y=s- b, z=s-c Yy lalltima desigualdad
se convierte en:
(x+ 2 (x+ y) (x+ y +2)- axyzlo(x+2)° +2(x +y)' - (y+2f| 0 .

Escribimos el primer miembro de la manera siguiente:

X(x+ 2)°(x+yf +y(x+ 2] (x+ yf +2(x+ 2] (x+ yf

- dxyz(x+ 2) - Axyz(x+ 2)° - Axyz(x +y)’ - dxyz(x + y) +4xyz(y + 2)?
y reagrupamos asi:

y(x+ y)z[(x +2) - 4xz]+ z(x + 2)° [(x+ y) - 4xy]+
e x(x+ 2 (x+ ) - dyzlx+ 2 - ayzlxey) + ayely +2F

esto es,

y(x+ yP(x- 2 + 2{x+2)*(x- y)f' +
+ x(x4 +2X°y +2X32+ X2y? + x%7% - 4xPyz- 6Xy°Z- 6XyZ° +9y222)

y finalmente,
y(x+y)?(x- z)° +z(x+2)*(x- y)’ +x(x2 + Xy + X2Z- 3yz)2

queess 0.



Hay igualdad si y sblosi x=y=2z, es decir, si y sblo si €l tridngulo es
equilétero.

Estaclaroque m, 3 h, vy, por tanto, r;:a 3 1. Se concluye pues que R3 2r.

a



3. R-2r3w5-hy (w, eslalongitud de la bisectriz interior del &ngulo
A)

Quedara demostrada si probamos que
R- 2r3 \[s(s-a)- h,

_ 2
yaque w, —mchs(s- a)£.ds- a).

Expresamos las longitudes que figuran en (1) en funcion de R, [

B—ZC Tenemos:

A
2

h, =b>@nC=2RsnBsnC
= R(cos(B- C)- cos(B+C))
= R(cos(B - C)+cosA)

= R%%cos - 1— gi 249n?
= 2R§%os2 -C. sn —AQ,
e 29

R- 2r =R- 8Rs’n§s’n§s’nE

A
Jg(s aj—«/_cos——ZR snBancos——ZRcos—\/cos - snzz.

Si ponemos cos

=Xy s'ngzy, resulta 13 x>y >0 (x es mayor

A

que y yague x- y=Ccos— c. s’n;zZs’n%s‘n%>O) y la desigualdad (1) se

escribe

2R\1- y2[x*- y? £ R xy+4y? )+ 2R(< - y?)



g
241- y?4/x2 - y? £1+2(x- y)

Ponemos x - y =z, observamos que z> 0 y después de elevar al cuadrado
obtenemos

4(1- y*)2y+2)z£1+47 +4z*
U 8z°+47°y*-8zy+47'+13 0
O 4y*(y- zf+8yzly- 2)° +(4yz- 1)°3 0,

evidentemente cierta.

Hay iguddad si y sélo si y:z:% , Sl y solo si el triangulo es equiléatero.

Al ser, obviamente, w, 3 h,,

tenemos w,- h,30 y concluimos que
Rs3 2r.
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A partir de la expresion S= % para el &rea del triangulo y de la férmula de

Heron, tenemos:

1 _ 1658 _(a+b+c)la+b-c)a- b+c)- a+b+c)

R? ~ a’b’c? a’b*c’
_ [(a+ b)’ - czl[c2 - (a- b)z] _(a? +b?- ¢ +2ab)(c? - a?- b? + 2ah)
- ab’c? - ab?c?
_2a’h’+2b°c® +2c’a” - (a4 - 2a’b’ +b' +b" - 2b°c® +c* +c' - 2c’a’ + a“)
2a°b*c?
_1.1.1 (az- b2)2+(b2- 02)2+(c"‘- az)2
a® b*> ¢ 2a’b*c?
1 1 1
UM

lo cual prueba la primera desigualdad.

Para la segunda, usamos laformula S= a+b+c>¢ junto con la de Heron
y obtenemos:
1 _(a+b+c)f _ a+tb+c

(2r) 16S* (a+b-c)a- b+c)(- a+b+c)
_(a+h- c)+(a- b+c)+(- a+b+c)
(a+b- c)a- b+c)(- a+b+c)

1 1 1
" (a- b+c)- a+b+c)+(a+b- c)(- a+b+c)+(a+b- c)a- b+c)
_ 1 + 1 + 1
c?- (a- b b*-(@a-cf c*-(b-c?)
s 1,11
a b*> ¢

Ladesigualdad de Euler se deduce inmediatamente.



5. S AA, BB, i CC, son las hisectrices interiores de un triangulo ABC
AT BC,B, 1 CACIT Hs)yl es el incentro, entonces
Al Bl ClI _4R
£ x—

x— £ —

IA IB, IC, r

El teorema de la bisectriz aplicado a triangulo ABA; en el cual

ac
BAl—m da
Al _BA _ ¢ _b+c
A, BA A& a
b+c
y de lamisma manera,
Bl c+a i Cl _a+b
B, b IC, ¢

Ladesigualtad propuesta equival e pues a la siguiente:
£ b+cyc+aya+b£ﬁ
a b o r

La desigualdad de laizquierda, equivalente a (a+b)(b+c)(c+a)? 8abc se
cumple para tres nUmeros positivos cualesguiera (no necesariamente han de ser
las longitudes de los lados de un triangul 0).

Parala desigualdad de la derecha, sustituimos
4R _ 1 _ abc
r gnégnES‘nE (S‘ a)(s- b)(S- C)
2 2 2

y resultaequivalente a
(a+b)(b+c)(c+a)(s- a)(s- b)(s- c)£a’b*c?

g
a’h?c?- (a+b)(b+c)(c+a)(s- a)(s- b)(s- )2 0

S ponemos x=s- a, y=s- b, z=s- ¢ estaultimase escribe
(y+ 2P (z+x)(x+y) - xyz(2x+ y+z)(x+2y+z)(x +y+22)3 0

(x+y+2)|x?y? (x+y)+ y?2*(y + 2)+ 2X*(z+ x)- 2xyz{xy+yz+ 2)|* 0
x2y?(x+y)+y2z2(y +z)+ 22x%(z+ x) - 2xyz(xy+ yz+ 2x)3 0

cuyo primer miembro escribimos de | a siguiente manera



x(x2y? + 223 )+ y(y? 22 + x2y? )+ 2252 + y22%)- 2xyz(xy + yz + )
0 equivalentemente

x(xy- 2x)° +2x°yz+ y(yz- xy)* +2xy°z+2(zx- yz)f +2xy2° - 2xyz{xy+yz + )
= X(xy- ) +y(yz- xy) +2(zx- y2f +2x72(* + v + 2 - xy- yz- %)
=x3(y- 2/ +y*(z- x)* +2°(x- y)’ +xyz[(x- v +(y- zf +(z- x)z]
=& x(¢+yz)y- 2¥ 2 0

Hay igualdad s y s0lo si x=y=2z, es decir, s y o s € triangulo es
equilétero.

Tenemos pues la desigualdad 8£$, equivalente alade Euler.
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6. cog 2 a2
2 R
B-C__B_C .B.C
cos = 00S— COS— +sn—sn—
2 2 2 2 2
_ \/s(s b)\/s(s- c) +\/(s- c)(s- a)\/(s- a)(s- b)
- ca ab ca ab

_ a8 S-ap “s b)(s- c)
_Q_+ =
ea a g bc

:b+c s- b)s- c
a bc

por tanto, si designamos por S el &reade DABC ,

,B-C _ aeb+cg2 (s- b)(s- c) _ s(s- a)(s- b)(s- c) y(b+ c)2

cos = =
2 & a g bc sabc a(s- a)
_ S b+cf _s 45 (b+cf
sabc afs- a) s abc 4a(s a)
_r (b+c)
R 4a(s- a
Entonces,

L (b+C)2 - 8a(s- a)
R 4a(s- a)
r Joxc) - da(- a+b+c)
R 4a(s- a)
T 4a’+b’ +c® - 4ab+2bc- 4ca
R 4a(s- a)
_ra-b-of
4aR(s- a)
30

,B-C _2r
=R siysblosi 2a=b+c, siy solosi

Se verificalaigualdad cos®

las longitudes de los lados del triangul o estan en progresion aritmeética.
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Siendo 13 cos’ , resulta 13 Z_Rr) equivalente a la desigualdad de

Euler.
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