Miguel Amengual Covas
La desigualdad de Euler a partir de otras desigualdades entre elementos
de un triangulo.

Este articulo es continuacion del publicado en el nimero 5 (enero-febrero 2003). En esta
segunda parte se establecen seis desigualdades geomeétricas y dos trigonomeétricas, elementales
las ocho, de las que se deduce inmediatamente la desigualdad de Euler.

Las notaciones que se hacen servir son las habituales para un triangulo ABC .

1
S
~
+

)

1
o

~

w
[\
)

1
S
)

1
o

a=(s
b:(s-c)+(s-a)32 s-c)\s-a
(s

- a)+(s-b)3 2f(s- a)(s- b

resulta
abc 3 8(s- a)(s- b)(s- c)

gue, habida cuentade laformula

r2s=(s- a)(s- b)(s- ¢), (1)
obtenida a partir de la Heron y de la expresion rs para el érea del triangulo,
escribimos equivalentemente en laforma
1 4r

3

2rs  abc

Multiplicando ambos miembros de esta ultima por

a+b+c=2s (2)
obtenemos
a+b+c 3 2)(4rs
2rs abc
= n (pues abc=4Rrs (3))

Resta tan solo observar que

=L+ 2+ (por (2)
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para obtener |a desigualdad enunciada.
Tal desigualdad es equivalente a
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donde r,, r,, r, sonlosradios de las circunferencias excritas al triangulo 4ABC .

En efecto, a partir de las conocidas relaciones
ra(s- a):rb(s- b):r(,(s- c)=rs
resultainmediatamente
1 1 1 s-a+s-b+s-c

4+ 4=
r, r T rs rs rs
1
r
10 6£ra+rb rb+rc+rc+l;=4R-2r
r, r, r r
Tenemos
ra+rb rb r( +rL+}:l = _‘l+r_b9+ai+r_‘9+a;+r_‘l9
rc ra Vb grh ra ﬂ grc rb ﬁ ra rL’ g

Por otra parte, apartir delasrelaciones (2), (3) y ab+ bc+ca =r* +s*+4Rr
y siendo
s-a s-b
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Lt s rs —_¢
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rs
y ciclicamente, resulta
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11. 9r£ra+rb+n,£97

Tenemos

rs rs rs
I; +rb+rc =

S-a s b S-C

A5 a)+(s- B)+ (- B r 29

@s-a s-b s-cg
3 9,

gue es la primera desigual dad.

Lasegunda puede escribirse en laforma

s rs s 9abc
+ + £

s-a s-b s-c¢ 8rs

gue es equivalente a

9abc-8r2s2(;~%1 + 1 + 1 930
@s-a s-b s-cg

lacual, enfuncionde x =s-a>0, y=s- b>0, z=s5- ¢>0 seescribe

o +y)(y+2)(z +x)- Broz(x+ y+2ffmr 2423 0
X y y4 g
reduciéndose a

x°y+x°z+xy* +xz°+ y’z+ yz% - 6xyz3 0.

La validez de esta Ultima se establece inmediatamente a partir de la
desigualdad entre las medias aritméticay geométrica: en efecto,



X2y +x’zxy? +xz? +yiz +yz? 2 6%y )Pz ) (o Joez? )2z )o?)
=6xyz

12. 3R£a>¢an§+b>¢an§+c>¢an%£5R- 4y

Si expresamos en funcion x=s-a>0, y=s-b>0, z=s5s-¢>0 las
tangentes de |os semiangul os asi como las longitudes que aparecen, obtenemos

Sty tefeta) o

‘s vz e y)o+a)zvx) [ oz
T af(x+y+z)yz £alr+s) ( - 4

x+y+z)x - 4\/(x+y+z)xyz xty+z

gue se reduce a
Ax+ ) +z)z+x) £ & 4yz(y +2) £5(x +3)(y +2)(z + x)- 16xyz
Unay otra desigualdades son equivalentes a la desigualdad
X’y +x’z+xy? +xz°+ y*z+ yz° - 6xyz3 0

gue hemos visto anteriormente.

13.  9rEm, +m, +m, £97R

Si aplicamos la desigualdad de Cauchy
(x + vy +wz)’ £ (uz +y? +w2)(x2 +y? +zz)

con u=m,, v=m,, w=m,, x=y=z=1 Yy tenemos en cuenta la relacion

3 . .
m>+m?+m’ :Z(a2 +b2+c2) asi como la desigualdad a”+5*+c? £9R?, la cua
a’+b*+c°

resulta inmediatamente de la férmula OG? =R*- — que expresa el

cuadrado de la distancia entre el circuncentro y el baricentro del tridngulo,

obtenemos
2 2 2
m,+m, +m, £1/3_"a2+b2 +025=\/M £97R

verificandose laigualdad si y solo si el triangulo es equilétero.




Por otra parte, multiplicando miembro a miembro las desigualdades
s(s- a): (b +c)2 -a? 3 Z(b2 +cz)- a®

-m
4 4 “
etc., resulta, habida cuenta de (1),

3 2
mambmc rs

y, toda vez que

s=(s-a)+(s- b)+(s- ¢)3® R[[s- a)(s- b)s-¢c) = Rr?s

por(1)

0, equivalentemente,

s%3 27r?

2 3
m,+m, +m_ 3 Rfm mm, 3 Rlrs* 3 R27r7 =9r

obtenemos

verificandose laigualdad si y solo si el triangulo es equi latero.

14.  cost B oosB- Ccosc_ A3 2r
2 2 2 R

Sustituyendo % por suigual 8sn g sn g an % , Obtenemos

gsn2snZ anC g cos? B eosB Coos (4)
2 2 2 2 2 2

equivalente a la propuesta.

. . A in A
Siendo sn—= S

- ., A B C
, €tc. y positivos los numeros cosz, cosE y cosz,
2COSE

la desigualdad (4) se escribe equivalentemente

sn4snBsnC £COSA-ZBCOS%+COSB- Ccos§+cosc_ Acosg (5) .

Tenemos

A-B __C _1 A- B+C A-B-Co

COS— = —¢Cos +C0S -,

2 2 2 g

A- B+C _ __p-2B
CoS = CoS

2

COS

=d9nB

-A+B+C _ __p-24

CoS =CoS > = COoS =d9n 4

A- B-C
2

de donde se sigue



A- B C 9nA+d9nB
coS—=—"——
2 2

COS

y ciclicamente.

Para establecer la validez de (5), hacemos servir la desigualdad entre las
medias aritméticay geométrica en la siguiente:

A-B __C B-C A C-4_ B
COSE +C0S cosE + COS COSE =

COSs

_ s'nA+s'nB+s'nB+s'nC+s'nC+s'nA
2 2 2

3 ./dn A>sn B x/sn B>an C %/dn C>6n 4

=dn A>€n BxanC

15.  9rE£h +h, +h, £97R

Tenemos
1 2l 1 106
(n +n, "'hc)x;:(ha +h, +h“)§Z+Z+Z§3 9
de donde

(h, +h, +h )3 9 .
Por otra parte, la siguiente desigualdad
a=(s- b)+(s- 0)3 2\/(s-b)As- ¢

a’3 4(S- b)><(s- c)

1 1 4
+ 3 1,
s-b s-c¢ a

esequivalente a

y laescribimos en laforma

Anaogamente,

1 1
+

sS-c S-d4a

, 4 1,1 .4
b s-a s-b c
Lasumade estas tres Ultimas desigual dades es

1 + 1 + 1 32¢ﬁ_+2+£9

s-a s-b s-¢c eéa b cg

la cual, después de multiplicar por el valor S del areadel tridngulo se reduce a



r;l +rb+rc 3 ha +hb +hc 1
de laque resulta (ver la desigualdad nimero 11)

ha+hb+hc£97R
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Post Scriptum. Mi interés por las desigualdades geométricas empezd con lainvitacion
del profesor Josep Grané i Manlleu de la Universitat Politecnica de Catalunya a que colaborara
en laedicion de 1999 del libro “ Sessions de preparacio per al’ olimpiada matematica’ que edita
la Societat Catalana de Matematiques.

La aceptacion me llevé a intentar una tarea que, a la hora de la verdad, ha resultado
bastante fructifera.

Mi reconocimiento y afecto a profesor Grané y a Francisco Bellot Rosado, de
Valadolid, catedrético y editor de esta Revista Escolar de la OIM, como impulsores del
olimpismo matematico en Espafia, asi como mi agradecimiento a ambos por haberme dado
siempre, con creces, toda la ayuda que les he pedido.
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