
Miguel Amengual Covas 
La desigualdad de Euler a partir de otras desigualdades entre elementos 

de un triángulo. 
Este artículo es continuación del publicado en el número 5 (enero-febrero 2003). En esta 

segunda parte se establecen seis desigualdades geométricas y dos trigonométricas, elementales 
las ocho, de las que se deduce inmediatamente la desigualdad de Euler.  
 Las notaciones que se hacen servir son las habituales para un triángulo ABC . 
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 Multiplicando miembro a miembro las siguientes desigualdades 
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resulta  
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que, habida cuenta de la fórmula   
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para obtener la desigualdad enunciada. 
 
Tal desigualdad es equivalente a 
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donde ar , br , cr  son los radios de las circunferencias excritas al triángulo ABC . 
  

En efecto, a partir de las conocidas relaciones 
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Por otra parte, a partir de las relaciones (2), (3) y Rrsrcabcab 422 ++=++  

y siendo  
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y cíclicamente, resulta 
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que es la primera desigualdad. 
 
 
 La segunda puede escribirse en la forma 
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que es equivalente a 
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la cual, en función de 0>−= asx , 0>−= bsy , 0>−= csz  se escribe 
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reduciéndose a 
 06222222 ≥−+++++ xyzyzzyxzxyzxyx .  

 
 La validez de esta última se establece inmediatamente a partir de la 
desigualdad entre las medias aritmética y geométrica: en efecto,  
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 Si expresamos en función 0>−= asx , 0>−= bsy , 0>−= csz  las 
tangentes de los semiángulos así como las longitudes que aparecen, obtenemos 
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que se reduce a  
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 Una y otra desigualdades son equivalentes a  la desigualdad  
 

06222222 ≥−+++++ xyzyzzyxzxyzxyx  
 

que hemos visto anteriormente. 
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 Si aplicamos la desigualdad de Cauchy  

( ) ( )( )2222222 zyxwvuwzvyux ++++≤++  
con amu = , bmv = , cmw = , 1=== zyx  y tenemos en cuenta la relación 
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cuadrado de la distancia entre el circuncentro y el baricentro del triángulo, 
obtenemos 

( ) ( )
2

9
4

9
3

222
222 Rcba

cbammm cba ≤++=++≤++  

verificándose la igualdad si y sólo si el triángulo es equilátero. 
 



  
 Por otra parte, multiplicando miembro a miembro las desigualdades 
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verificándose la igualdad si y sólo si el triángulo es equilátero. 
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equivalente a la propuesta. 
 

 Siendo 

2
2cos

sin

2
sin

A
AA = , etc. y positivos los números 

2
cos

A
, 

2
cos

B
 y 

2
cos

C
, 

la desigualdad (4) se escribe equivalentemente 
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de donde se sigue 



2
sinsin

2
cos

2
cos

BACBA +=−
 

y cíclicamente. 
 
 Para establecer la validez de (5), hacemos servir la desigualdad entre las 
medias aritmética y geométrica en la siguiente: 
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 Por otra parte, la siguiente desigualdad 
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es equivalente a 
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 La suma de estas tres últimas desigualdades es 
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la cual, después de multiplicar por el valor S  del área del triángulo se reduce a 
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de la que resulta (ver la desigualdad número 11) 
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