Problema 292, propuesto por Leonard Giugiuc, Rumania.

Resolver en el siguiente sistema en R*:
ab+bc+cd+da+ac+bd=6
abc + abd + acd + bed = 22
a+b+c+d=+2(3 + abcd)

Solucion de Florentino Damidn Aranda Ballesteros, profesor del IES Blas Infante de Cérdoba (Espaiia).

En primer lugar, observamos que las soluciones reales del sistema se corresponderan con las soluciones reales de
la ecuacion g(x) = 0 - q(x) = (x —a)(x — b)(x — c)(x — d). Desarrollamos esta ecuacion, q(x) = 0:
x*—(a+b+c+d)x3+ (ab + ac + ad + bc + bd + cd)x? — (abc + abd + acd + bcd)x + abcd = 0 (I)
Sustituyendo las expresiones literales por sus valores, obtenemos:

x* =23 + abcd)x® + 6x% — 2v2 x + abcd = 0

Si llamamos p = abcd, la ecuacion se podra expresar como: x* —vV2(3 +p)x3 + 6x%2 —2\2x+p =0

En definitiva, q(x) = x* —v2(3 + p)x3 + 6x% — 22 x + p.

Consideramos las siguientes funciones reales de variable real:

f) =x*+6x>-2V2x; gix)=vV2@+p)x® —p. peER

Observamos que q(x) = 0 & f(x) = g(x). Estudiamos ambas funciones.

f(x) =x*+6x%—2V2x —>f'(x) = 4x3 + 12x — 2\/§—>f” (x) =12x2+12>0

Por tanto, la funcién y = f(x) es siempre cdncava y no presenta ningn punto de Inflexion.

Como quieraque f(0) =0 y f (0) <0 — x; =0 esunaraizde f(x) = 0y ademés ha de existir una segunda
raiz x, > 0 tal que f(x;) = 0.

Por tanto, y = f(x) alcanzara su minimo absoluto en su punto minimo local

M(xp, f(xn)), siendo x; =0 < x, < x;.

Sea ahora la funcién g(x) = v2(3 + p)x3 — p.

Para el valor de p = —3 = g(x) = 3 presenta sélo 2 puntos de corte con la grafica de y = f(x).

Por tanto, para este valor de p, no pueden existir 4 soluciones reales de la ecuacion (I), ya que si asi fuera
deberian existir entonces 4 puntos de corte entre ambas funciones.

Para los valores de p # —3 = y = g(x) presenta un Punto de Inflexion en A(0, —p).

Por tanto, sip # —3, las graficas siempre se cortan en al menos 2 Puntos de corte B; y B,. S6lo cambiaria esta
situacion cuando alguno de los puntos B; fuera de contacto con las tangentes correspondientes en ambas
funciones. Y si esto ocurriese entonces si existirian soluciones reales multiples.

Como quiera que x = 0 siempre estaria presente, pero como no puede ser multiple ya que f'(O) # 0, la Unica
posibilidad seria que g(x) = x(x — x,)3

Desarrollando esta expresion e igualando coeficientes, obtenemos:

g(x) = x(x — x3)% = x* — 3x,x3 + 3x3x% —xdx = x* — V2@ +p)x3 + 6x2 =22 x +p

3x3 =6 _){Xz=\/E
0=p

Por tanto, solamente en este caso, pueden existir 4 soluciones reales: {x; = 0 (simple)y x, = V2 (triple)}.
Por fin, las soluciones del sistema anterior serian:

Casos | a b c d
Soly [V2 V2|2 |0
Sol, |2 (2| 0 |2
Sol3 |2 | 0 |V2[+2
Soly | 0 | V2 [V2 V2




